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Esta dissertação tenta contribuir ao entendimento das possíveis interconexões entre a Teo-
ria de Informação Quântica e Matéria Condensada, um novo campo de pesquisa em amplo
desenvolvimento. Mais especificamente, investigamos o papel do emaranhamento, ou corre-
lações quânticas, em transições de fase quânticas contínuas. Enquanto o papel do primeiro
na Teoria de Informação dispensa apresentação, as últimas são de grande interesse por exi-
bir um comportamento universal, o qual se origina na divergência de um comprimento de
correlação. É esta origem mútua em correlações de ambos os fenômenos que cria uma expec-
tativa de uma possível relação entre estes. Nosso trabalho, embasado no estudo do modelo XY
unidimensional em um campo transverso, aponta evidências de um favorecimento do emara-
nhamento multipartite em detrimento do bipartite na transição, e assim da importância do
primeiro no estabelecimento de correlações de longo alcance. Nessa tarefa, acabamos por defi-
nir uma classe de medidas de emaranhamento multipartite, generalizando o Emaranhamento
Global introduzido por Meyer e Wallach em 2002. Mostramos que algumas destas classes pro-
vêem informações adicionais à do Emaranhamento Global, além de serem escritas de forma
simples em termos de funções de correlação. Tal simplicidade permite o estabelecimento de
uma relação formal entre uma dessas classes e transições de fase sinalizadas por divergências
na energia. Ao final estudamos o papel da quebra de simetria no emaranhamento bipartite
e multipartite, evidenciando, uma vez mais, a maior importância do último em relação ao
primeiro.
Em uma segunda parte, examinamos o uso de estados de produtos de matrizes na apro-
ximação de estados fundamentais de sistemas críticos. Estes estados podem ser vistos como
o ansatz utilizado no Grupo de Renormalização de Matriz Densidade (DMRG), quando este é
encarado como um método variacional. Analisando o poder de aproximação de tais estados,
agora no modelo de Ising, descobrimos que a "dimensão" do ansatz (ou número de graus de
liberdade renormalizados) é uma variável relevante do grupo de renormalização de maneira
análoga ao tamanho finito do sistema. Isto possibilita uma análise de escala em relação a essa
"dimensão" dos estados de produto de matrizes, com uma possível obtenção de propriedades




This thesis attempts to contribute to the understanding of possible connections betweenQuan-
tum Information and Condensed Matter theories, a new field of research in broad develop-
ment. Specifically, we investigated the role of entanglement, or quantum correlations, in conti-
nuous quantum phase transitions. While the importance of the first in the theory of Quantum
Information is well known dispense presentation, the latter are of great interest as they exhibit
a universal behavior, which descent from the divergence of the correlation length. This mutual
origin of both in correlations is what creates an expectation of a possible link between them.
Our work, based on the study of XY dimensional model in a transverse field, brings evidence
of multipartite entanglement being favored, in detriment of bipartite in the transition, and
thus in the importance of the first in the establishment of long-range correlations. During our
journey, we define a class of measures of multipartite entanglement, generalising the Global
Entanglement introduced by Meyer and Wallach in 2002. We show that some of these clas-
ses provide additional information to the Global Entanglement, as well as being written in a
simple way in terms of correlation functions . This simplicity allows the establishment of a
formal relationship between those classes and phases transitions marked by non-analycities in
the energy. At the end, we studied the role of spontaneous symmetry breaking in the bipartite
and multipartite entanglement, demonstrating once again a major role of the last over the first.
In a second part, we examine the use of Matrix Product States to approximate ground
states of critical systems. This class of states can be seen as the ansatz used in the Density
Matrix Renormalization Group (DMRG), when this one is understood as a variational method.
Analyzing the power of approximation of these states, now in Ising model, we found that
the "dimension" of the ansatz (or number of renormalized degrees of freedom) is a relevant
variable in the renormalization group, in a analogous way to the finite size of the system. This
enables an analysis of scaling regarding the "size" of Matrix Product States, with a possible
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O conceito de emaranhamento aparece pela primeira vez na década de 30, durante os intensos
debates sobre os fundamentos da Mecânica Quântica, que aspiravam mostrar que esta não é
uma teoria completa. Portanto, são nas discussões filosóficas que o emaranhamento é menci-
onado nesta época, sendo considerado por muitos como a característica mais marcante desta
nova teoria. É somente nos anos 60 que o físico John Bell eleva o status do emaranhamento,
conduzindo este aos laboratórios através do que hoje conhecemos como as desigualdades de
Bell. Apesar das desigualdades de Bell possibilitarem uma discussão mais objetiva do ema-
ranhamento, é somente com o surgimento da Teoria da Informação Quântica, na década de
90, que este realmente atrai o interesse de uma grande quantidade de físicos. Na Teoria da
Informação Quântica o emaranhamento é visto como um recurso precioso que permite a reali-
zação de algumas novas tarefas, tais como [1]: criptografia quântica, teletransporte de estados,
e a aceleração exponencial de algumas computações, entre outras coisas. O uso do emara-
nhamento como um recurso com possíveis aplicações práticas, faz da quantificação e melhor
entendimento deste uma tarefa necessária. Assim surge uma área de pesquisa com esse obje-
tivo; objetivo este que se mostra não trivial.
Mais recentemente, o emaranhamento e a Informação Quântica expandiram suas frontei-
ras entrando em áreas como a Física da Matéria Condensada. De fato, uma das primeiras
considerações sobre possíveis impactos da Teoria da Informação em outras áreas da Física
foi apresentada por John Preskill em inícios de 1999 [2]. Nessa empreitada alguns métodos
utilizados em Informação Quântica se mostraram úteis na análise de sistemas de muitas par-
tículas, enquanto a experiência em Matéria Condensada também vem auxiliando em alguns
problemas da Informação Quântica. Com efeito, a quantidade de trabalhos na interface entre
Matéria Condensada, Física Estatística e Informação Quântica vem crescendo enormemente
nos últimos anos. Exemplos de avanços são: (a) uma análise extensiva do emaranhamento
em sistemas críticos, principalmente nos unidimensionais [3, 4]; (b) uso do emaranhamento
num melhor entendimento de métodos numéricos existentes e na criação de novas estraté-
gias [5, 6, 7]; (c) propostas de cadeias de spins como canais quânticos capazes de transportar
informação [8]; (d) novas perspectivas para o entendimento da termalização com base no ema-
ranhamento [9, 10, 11]. Estes são somente alguns exemplos de onde a Informação Quântica se
encontrou com a Matéria Condensada, ou seja, esta nova área já se tornou grande o suficiente
para ser um campo de pesquisa em si (veja [12] para uma revisão de alguns destes tópicos).
Devemos mencionar que até mesmo uma nova fundamentação e entendimento da Mecânica
Quântica com base na Informação Quântica tem sido vislumbrado por alguns [13, 14, 15].
Este trabalho se insere nessa empreitada, focando em duas questões: o possível papel do
emaranhamento nas transições de fase quânticas contínuas e o uso de estados de produto de
matrizes (MPS) na aproximação dos estados fundamentais de sistemas críticos.
Um dos primeiros a atentar para uma possível importância do emaranhamento em siste-
1
Capítulo 1. Introdução 2
mas críticos parece ter sido Michael Nielsen, em torno de 1999 (veja agradecimentos de [2]).
Esta expectativa surge da constatação de que, tanto a criticalidade quanto o emaranhamento,
têm sua origem em correlações. Ademais, transições quânticas ocorrem à temperatura nula, e
portanto, em estados puros que devem conter, exclusivamente, correlações quânticas. Assim,
se espera que o emaranhamento tenha um papel fundamental nestas transições, sendo res-
ponsável pela estabelecimento de correlações de longo alcance que emergem no ponto crítico
e possivelmente amplie nosso entendimento dessas transições.
Os estados de produto de matrizes foram introduzidos pela comunidade de Matéria Con-
densada no final anos 80 [16, 17], com o nome de valence bond states e redescobertos pela comu-
nidade de Informação Quântica em 2003 [6]. Estes são uma classe de estados unidimensionais,






De fato mostra-se que qualquer estado pode ser escrito dessa forma, fazendo as matrizes su-
ficientemente grandes. No entanto, uma das maiores virtudes de tal representação, é a possi-
bilidade de matrizes de dimensões reduzidas serem capazes de gerar boas aproximações de
estados fundamentais. De fato, sabe-se que o Grupo de Renormalização de Matriz Densidade
(DMRG) é um método variacional, no qual o ansatz é um estado de produto de matrizes.
Além disso, pode-se relacionar a dimensão da matriz exigida por um dado estado com o grau
de emaranhamento deste. Consequentemente, estados altamente emaranhados, como possi-
velmente devem ser os críticos, não devem admitir um representação em estados de produto
de matrizes, com baixa dimensionalidade, isto é, uma representação eficiente.
Introduzido o cenário no qual esta tese se insere e uma idéia sobre os problemas parti-
culares abordados, damos uma visão geral da tese, sua estrutura e resultados. No Cap. 2
descrevemos brevemente as origens do emaranhamento e avançamos para um revisão do sta-
tus atual da teoria do emaranhamento quântico. A descrição desta teoria é complicada por
ainda estar em desenvolvimento, contendo varias questões em aberto e pormenores. Decidi-
mos por tentar ser o mais coerente e completo possível descrevendo, sem contas, os principais
resultados e detalhes, mesmo quando estes não sejam imprescindíveis para o entendimento do
problema abordado na tese, senão interessantes por si só. Receosos de cansar o leitor deixa-
mos para o Apêndice A as atraentes sutilezas em relação a equivalência entre emaranhamento
e não localidade, além das possíveis definições de ambos e alguns outros detalhes.
No Cap. 3 continuamos com a apresentação de resultados já conhecidos, mas agora so-
bre as transições de fase. Aqui a tarefa é mais fácil, visto que esta área é mais antiga e bem
estabelecida. No entanto, novamente, nos arriscamos a entediar o leitor, expondo alguns re-
sultados que não são fundamentais para a tese. Iniciamos com uma breve descrição geral
sobre as transições de fase térmicas, em especial sobre as magnéticas, introduzindo a idéia de
universalidade. A teoria de Landau é, então, exposta brevemente (apesar de sua importância
geral). Uma maior extensão é dedicada à teoria de escala geral e sua aplicação para sistemas
finitos, que será usada na segunda parte. Em seguida descrevemos as sutilezas envolvidas
nas transições de fase, em especial na quebra espontânea de simetria, para depois abordar as
transições de fase quânticas. Por último, introduzimos o modelo XY unidimensional em um
campo transverso, o qual apesar de ser simples apresenta as principais características de uma
transição quântica. Além disso, este modelo é utilizado nos dois problemas abordados na tese.
Argumentos sobre a possibilidade da transição e sua relação com o número de dimensões do
sistema estão no Apêndice C, enquanto que a origem do modelo de Heisenberg é discutida no
Apêndice B.
É no Cap. 4 que os resultados originais da dissertação, sobre o primeiro assunto abor-
dado, começam a aparecer. Todavia, isso ocorre, após uma breve revisão da literatura sobre
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emaranhamento e transições de fase quânticas. Esse assunto é muito vasto e, ainda hoje, no-
vos artigos são publicados semanalmente. Logo tentamos nos ater aos principais resultados
que encontram relevância na tese. Então, nosso primeiro resultado é exibido: a proposição de
uma medida de emaranhamento multipartite e sua importância na transição do modelo XY
[18, 19], mostrando que esta é máxima na transição, em uma das primeiras evidências nessa di-
reção. Em particular, discutimos nossos resultados tendo em vista o comportamento de outras
medidas de emaranhamento, como o bipartite entre dois spins, nessa mesma transição. Logo
expomos uma relação formal e geral entre não-analiticidades nas derivadas da energia (sinali-
zadoras de transições) e comportamento singulares na medida multipartite proposta, isto é,
estas são capazes de demarcar a criticalidade. E mais, tais medidas herdam o comportamento
das funções de correlações dominantes, o que permite a derivação de um comprimento de
emaranhamento [20]. Ao final, investigamos a influência da quebra espontânea de simetria tanto
no emaranhamento bipartite quanto multipartite, assunto que tem sido abordado superficial-
mente e, algumas vezes, erroneamente na literatura. Em particular descobrimos que enquanto
o emaranhamento bipartite não é afetado por este fenômeno o multipartite é, evidenciando
uma vez mais uma maior importância deste último em relação ao primeiro na criticalidade
[21]. Em suma, nosso principal resultado nessa segunda parte é trazer novas evidências de
que o emaranhamento multipartite é favorecido na transição de fase quântica, em detrimento
do bipartite. Estas evidências, em conjunto com outros resultados da literatura, parecem in-
dicar que a origem das correlações de longo alcance, alicerce dos fenômenos críticos, está no
emaranhamento multipartite.
Encerramos com o Cap. 5, onde nossos resultados sobre o uso de produtos de matrizes
(MPS) na aproximação de sistemas críticos são expostos [22]. Utilizamos algoritmos numéricos
desenvolvidos pela comunidade de Informação Quântica para obter aproximações do estado
fundamental do modelo de Ising unidimensional em um campo transverso em termos dos
MPS. A partir dessa análise, conjecturamos, e damos diversas evidências, de que o tamanho
das matrizes utilizadas no MPS podem ser utilizadas de modo análogo ao tamanho finito
do sistema em uma análise de escala de tamanho finito. Ou seja, o tamanho das matrizes é
uma variável relevante do grupo de renormalização. Isto abre a possibilidade da obtenção de
propriedades críticas a baixo custo computacional, utilizando MPS de dimensões moderadas.
Os detalhes sobre os cálculos numéricos são deixados para os ApêndicesD-G. Devomencionar
que esta última parte da tese foi desenvolvida, durante um estágio de um ano no grupo do
Prof. José Ignacio Latorre da Universidade de Barcelona, Espanha. Obviamente, o Cap. 5 é
seguido das Conclusões.
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Capítulo 2
Emaranhamento
Desde seus primórdios a Mecânica Quântica tem desafiado nosso senso comum, ou melhor,
nossos conceitos clássicos, com a introdução de idéias como: dualidade onda partícula, super-
posições macroscópicas, entre tantas. No entanto, para muitos, entre eles Erwin Schrödinger,
o emaranhamento entre partículas é o efeito mais característico da Mecânica Quântica1.
Atualmente o emaranhamento desperta grande interesse, dada a possibilidade de aplica-
ções práticas concebidas pela comunidade de Informação Quântica. Com isso uma teoria do
emaranhamento tem sido desenvolvida nas duas últimas décadas. É esta teoria moderna do
emaranhamento que iremos rever até o final deste capítulo. Note que esta ainda é uma área
jovem, frequentemente bem matemática e na qual desenvolvimentos ainda são necessários.
De longe não passaremos por todos os tópicos. Sobre aqueles abordados tentaremos apre-
sentar as idéias principais de forma intuitiva, sendo formal quando isto não comprometa o
entendimento. Aparte da primeira secção, o capítulo de quantificação do emaranhamento é
fortemente embasado na tese de mestrado de Geir Ove Myhr [24] e no artigo de revisão de
Martin Plenio e Virmani [25]. Recomendamos ambos para mais detalhes. Também consulta-
mos os artigos de revisão dos Horodecki [26, 27] e o de Wootters [28]. Recentemente a família
Horodecki, divulgou uma revisão que aparenta ser bastante completa [29].
2.1 As origens
O conceito de emaranhamento tem suas origens com Erwin Schrödinger em 1926, quando este
chama a atenção ao fato de que a função de onda é uma função no espaço de configuração e
não no espaço real. Porém, o termo emaranhamento não foi empregado nestes trabalhos [30],
apesar de Werner Heisenberg, ainda em 1926, usar estados emaranhados para explicar o es-
pectro do átomo de Hélio. Mas é somente em 1935, com o artigo de Einstein-Poldolsky-Rosen
(EPR), que o conceito de emaranhamento aparece para partículas separadas por distâncias
macroscópicas. Neste mesmo ano, numa discussão sobre o artigo EPR, Schrödinger cunha o
termo emaranhamento2 e também se pergunta se este seria confirmado por experimentos ou
não! Em suas próprias palavras:
"When two systems, of which we know the states by their respective representatives, enter into
temporary physical interaction due to known forces between them, and when after a time of mutual
1Para mim, é difícil escolher o fenômeno mais curioso da Mecânica Quântica. Me “agrada” muito também o
experimento de dupla fenda, onde a decisão entre fazer uma medida sobre o caminho da partícula ou a interferên-
cia é feita após a partícula passar pela fenda, o que parece indicar uma violação de causalidade. Tal experimento
(“Wheeler’s delayed choice experiment”) foi proposto por Wheeler em 1978 e realizado recentemente [23].
2Schrödinger publica um artigo em alemão [31] onde introduz a palavra Verschränkt e dois em inglês [32, 33]
onde usa a palavra entanglement. É em [32] que o paradoxo do gato de Schrödinger é apresentado. Enquanto que
em EPR o emaranhamento gera situações bizarras devido a distância espacial macroscópica entre as partículas, no
paradoxo do gato é o tamanho macroscópico dos sistemas o que os torna paradoxais.
5
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influence the systems separate again, then they can no longer be described in the same way as before,
viz. by endowing each of them with a representative of its own. I would not call that one but rather the
characteristic trait of quantum mechanics, the one that enforces its entire departure from classical lines
of thought. By the interaction the two representatives [the quantum states] have become entangled."
De uma maneira mais formal, diz-se que duas partículas, ou sistemas, (A e B) estão ema-
ranhados se o vetor de estado das duas não pode ser escrito como
|ψ〉 = |φA〉 ⊗ |φB〉, (2.1)
com |φA(B)〉 sendo o vetor de estado descrevendo o sistema A (B) e, portanto, pertencente ao
espaço de Hilbert de A (B):HA(B). Um estado emaranhado típico surge para sistemas de duas
partículas de spin 1/2 cujo spin total é nulo, o singleto3:
|ψ−〉 = | ↑〉 ⊗ | ↓〉 − | ↓〉 ⊗ | ↑〉. (2.2)
Quando tem-se estados deste tipo não se pode associar um vetor de estado a uma das par-
tes, mas somente ao sistema todo (pode-se sim associar um operador densidade a cada parte,
porém este não descreve o sistema completamente, como é visto adiante). Portanto, as partí-
culas individuais não possuem uma descrição própria e estão, de certa forma, indissociáveis
uma da outra. Para este estado em especifico, ao medir o spin da partícula A ou B tem-se 50%
de probabilidade de obter um spin para cima e 50 % para baixo. Apesar de não ser possível
prever o resultado de uma medida específica em A (B), dado o resultado desta é possível an-
tecipar o resultado de uma medida sobre a partícula B (A): sempre que A for para cima, B
será para baixo e vice-versa. Assim, há uma perfeita correlação (na verdade anti-correlação)
entre as componentes z dos spins das partículas A e B. Note que na interpretação ortodoxa
(Copenhague) da Mecânica Quântica não faz sentido falar das propriedades das partículas
antes da medida ser feita. Por outro lado, parece natural assumir um princípio de localidade
no sentido de que as propriedades da partícula A não devem depender de operações feitas
localmente na partícula B, quando a distância entre elas é suficientemente grande. Também é
razoável considerar que quando é factível predizer com certeza absoluta o valor de uma certa
propriedade de um sistema, esta deva possuir algum elemento de realidade (hipótese de rea-
lidade física). Considerando as duas “hipóteses” acima imagine uma situação na qual as duas
partículas descritas pelo singleto estão bem distantes. Ao se fazer uma medida na partícula A
pode-se inferir imediatamente o spin da partícula B. Dos princípios de localidade e realidade
segue que a partícula B, já tinha o spin determinado justamente antes de fazermos a medida
sobre A. Porém, nestemomento B não possui um vetor de estado independente, e o do sistema
global não prediz com certeza o seu spin. Portanto pode-se argumentar que a descrição dada
pela Mecânica Quântica é incompleta.
Um argumento similar a este foi proposto no artigo EPR4 para mostrar que a Mecânica
Quântica não é uma teoria completa. Tal raciocínio conduz a idéia de que uma Mecânica
Quântica local e completa necessita de novas variáveis (ocultas) para descrever o estado do
sistema, variáveis estas que não estão incluídas no formalismo tradicional da Mecânica Quân-
tica. Estas novas variáveis seriam responsáveis por determinar os valores assumidos pelos
spins das partículas A e B, tornando a Mecânica Quântica uma teoria determinística. Deste
3Aexistência de estados emaranhados pode ser vista como uma consequência direta da linearidade daMecânica
Quântica, ou seja da existência de estados de superposição. Estes por sua vez se devem ao fato dos estados serem
descritos por vetores pertencentes a um espaço de Hilbert vetorial e, portanto, linear. De fato o emaranhamento
não passa de superposições em estados de mais de uma partícula.
4Na verdade, a argumentação do artigo EPR é um pouco mais complexa envolvendo as relações de incerteza
de Heisenberg. Porém, Einstein, mesmo, não gostou muito da argumentação, que acreditava obscurecer a idéia
principal, e desenvolveu algo similar ao exposto aqui, mas sem usar partículas de spin 1/2. Estas foram usadas
numa versão de EPR dada por David Bohm (veja http://plato.stanford.edu/entries/qt-epr para mais detalhes).
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modo se iniciou uma nova área de investigação sobre a possibilidade de se completar a Me-
cânica Quântica com variáveis ocultas (hidden variables theories), e é com esta que o conceito
de emaranhamento se desenvolve. Todavia, esta investigação acabou sendo marginal na pes-
quisa em Física, fazendo parte mais de discussões filosóficas dos fundamentos da mecânica
quântica.
Este cenário começou a mudar em 1964 quando John Bell publicou, o que agora são de-
nominadas, as desigualdades de Bell5, numa tentativa de levar aos laboratórios a questão da
possibilidade de completar a Mecânica Quântica. Em seu trabalho, Bell assume uma teoria
local e com variáveis ocultas, que determinam o valor de medidas, e deriva limites superiores
sobre as correlações de observáveis de tal teoria. Ele também nota que estados emaranhados
do tipo do singleto (Eq. 2.2) violariam suas desigualdades. Portanto a Mecânica Quântica
parece estar em contradição com uma teoria local-realística, tal como ficaram conhecidas as
teorias de variáveis ocultas locais. Qualquer teoria local realística deveria obedecer os limites
estabelecidos por Bell, não violando sua desigualdade. Surge então a possibilidade de verifi-
car se a natureza realmente obedece a mecânica quântica ou se vivemos num mundo local e
realístico6.
Na década de 80 estas desigualdades foram testadas e violadas7, mostrando que qualquer
teoria que almeje reproduzir os experimentos não pode ser local e realística (conter variáveis
ocultas locais) ao mesmo tempo8,9. As desigualdades de Bell, e principalmente sua verificação
experimental, elevam o status do emaranhamento. Entretanto, é somente com o surgimento
da era da Informação Quântica que esse ganha real atenção, deixando de ser uma curiosidade
com implicações filosóficas.
Nesse momento, um “relativista” pode, e deve, se perguntar como fica o princípio da Re-
latividade de que a informação não pode viajar mais rápido que a luz. Bem, acontece que
essa ação à distância proporcionada pelo emaranhamento é compatível com a Relatividade
Restrita. Isso porque apesar de podermos predizer instantaneamente o valor do observável
da partícula B, que pode estar fora do cone de luz de A, não se pode transmitir informação a
esse outro ponto onde B se encontra usando a Mecânica Quântica; pelo menos não informação
clássica! É interessante notar que essa impossibilidade de transmitir informação se deve jus-
tamente ao não determinismo da Mecânica Quântica. Isto é, a impossibilidade das partes em
predizer o resultado de uma medida.
De qualquer modo alguns argumentam que a “essência” do princípio de relatividade é
violada, e mesmo Bell nunca se sentiu confortável com essa compatibilidade entre as duas
teorias [35]. Um possível maneira de se tentar entender isso é imaginar que existe um tipo
de “informação quântica” que é transmitida instantaneamente entre as partículas, mas que
5As exposições mais claras que já encontrei sobre o teorema de Bell e seus desdobramentos são devidas a David
Mermin. Grande parte delas está publicada no American Journal of Physics sendo a Ref. [34] um exemplo.
6Veja [35] para uma abordagem histórica das desigualdades de Bell e seus primeiros testes experimentais.
7De fato as desigualdades de Bell em si nunca foram testadas experimentalmente, já que estas requerem con-
dições experimentais muito ideais. O que se tem testado são desigualdades do tipo de Bell, que levam em conta
problemas experimentais, tal como a não 100% eficiência dos detectores. Entre estas desigualdades a mais conhe-
cida é devida a John Clauser, Michael Horne, Abner Shimony e Richard Holt (CHSH) [36, 37], proposta em 1969.
Em [36] também se mostrou que os dados disponíveis de experimentos até aquele momento, 1969, não produziam
evidência contra os modelos realísticos e locais e se sugeriu um teste usando fótons ópticos.
8Recentemente novas desigualdade que assumemuma classe de teorias realísticasmas não locais também foram
testadas experimentalmente e violadas [38]. Portanto parece que somente abrir mão do conceito de localidade
não é suficiente para estar em acordo com experimentos. Além da localidade temos que abandonar algumas
características do realismo.
9Note que tem se argumentado [39] que nas desigualdades de Bell, existem outras premissas escondidas, além
da localidade e realidade. Portanto se deve ser cuidadoso ao dizer que a violação da desigualdade de Bell implica
em uma natureza não local e/ou não-realística. Existem até mesmo premissas em relação ao livre arbítrio [40,
41]. Também existe a possibilidade de que uma teoria local-realística mas com variáveis obedecendo a álgebra de
Clifford reproduza os resultados da Mecânica Quântica [42].
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para ser útil para nós deve vir acompanhada de uma informação clássica que sempre viaja a
velocidades menores que a da luz, em acordo com o princípio da relatividade. De fato existem
tentativas de se medir limites inferiores para essa velocidade em que a “informação quântica”
viaja. Um exemplo recente é a Ref. [43].
2.2 Qualificando
A área da Informação Quântica nasce10 na década de 90 com a constatação de que a não-
localidade quântica poderia ser explorada para estabelecer uma chave criptográfica entre dois
parceiros distantes, e que a confiabilidade desta chave poderia ser testada através das desi-
gualdades de Bell. Isto é uma revolução, pois sugere que o emaranhamento não é somente
real mas igualmente pode ser de alguma utilidade prática.
Logo depois outras aplicações surgiram, e o emaranhamento passa a ser visto de forma
mais pragmática como um recurso que permite ir além da Física Clássica; permite realizar
algumas tarefas não factíveis dentro da Física Clássica ou melhorar a performance de outras.
Exemplos disto são [?]: o teletransporte de um estado, codificação superdensa, criptografia
quântica, computadores quânticos que nos permitiriam, entre outras coisas, encontrar a de-
composição em fatores primos de um número eficientemente, e outras mais. Na maioria des-
tes casos o emaranhamento é consumido o que sugere tratá-lo como um recurso, tal como a
energia. Assim, há grande interesse em saber que estados podem ser usados para uma dada
tarefa e quão bem ele a realizará. Portanto se faz necessário o desenvolvimento de uma teo-
ria do emaranhamento que permita distinguir estados separáveis dos emaranhados de forma
eficaz, além de uma quantificação do grau de emaranhamento destes últimos.
2.2.1 Operações locais e comunicação clássica
Os trabalhos de Schrödinger e EPR associam emaranhamento com uma correlação não local
(correlação quântica) que não permite descrever as partes individualmente, mas somente o
todo. No trabalho de Bell o emaranhamento é visto (de uma forma mais quantitativa) como
uma correlação que não pode ser descrita por uma teoria local realística. Deste modo pode-
se associar11 o emaranhamento com correlações não-locais (quânticas) e uma possibilidade
para quantificá-lo seria através da distinção entre correlações clássicas e quânticas. Antes de
tentar tal distinção voltemos à visão do emaranhamento como recurso com um exemplo: o
teletransporte de um estado, proposto por Bennet no final de 1992 [45].
No teletransporte quântico de estados tem-se duas partes A e B separadas espacialmente.
Inicialmente A possui uma partícula de spin 1/2 descrita pelo vetor de estado |φ〉 (o qual ela
não conhece) e tem como objetivo, que ao final este estado passe a descrever uma partícula
de B. Neste processo toda a informação contida no estado da partícula A é transportada à
partícula pertencente a B. Para que isto seja possível de forma determinística A e B devem
compartilhar duas partículas em um estado de Bell |Φ+〉 = 1/
√
2 (|00〉+ |11〉). O estado de
Bell pode ser criado em algum lugar e as duas respectivas partículas distribuídas a A e B. O
receituário para efetuar o teletransporte se resume a (Fig. 2.1): (a) A deve fazer uma medida
conjunta nas sua partícula e na outra que recebeu. (b) o resultado obtido (lembre-se de que ela
não tem controle sobre o resultado) é transmitido classicamente a B. (c) B deve então efetuar
10Em 1982 Richard Feynman sugere que sistemas quânticos poderiam ser usados para computações e como
um simulador da Mecânica Quântica. Logo em seguida, em 1984 Charles Bennet e Giles Brassard propõem um
protocolo criptográfico (BB84) que utiliza efeitos quânticos, mas não estados emaranhados. Artur Ekert, em 1991
apresenta um protocolo para transmitir chaves criptográficas quânticas através de pares EPR.
11Devemos recordar que a violação da desigualdade de Bell não implica na associação do emaranhamento com
não localidade, haja visto que o teorema de Bell tem como hipótese localidade e realidade (veja por exemplo [44]).
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uma operação (que depende do resultado de A) em sua partícula, operação que fará esta ser
descrita por |φ〉. No final, a partícula de A e sua parte no singleto original são descritas por um
estado de Bell, consequentemente, a partícula de A está em uma mistura estatística máxima.
Alguns pontos importantes: a comunicação clássica entre as partes é fundamental, o teletrans-
porte só é possível com probabilidade um quando usamos os estados de Bell e ao final A e B já
não estão emaranhados, sendo este “consumido” durante o tele-transporte. Atente que, nesta
situação ideal, apesar de A e B não compartilharem um par emaranhado no final, A tem um
par emaranhado que pode utilizar para uma nova sequência de teletransporte. No entanto
em experimento reais não é possível realizar uma medida de Bell nas duas partículas, e outros
protocolos evolvendo medidas em partículas individuais são necessários (veja a secção 1.3.7
(pag. 26) de [1]). Portanto na prática o emaranhamento é destruído, com Alice terminando
com um estado produto.
Figura 2.1: Retirado da Tese de Doutorado de Gustavo G. Rigolin (IFGW-Unicamp). Protocolo
para a realização de emaranhamento, com as partes A e B denominadas Alice e Bob: a) Alice
faz uma medida conjunta (uma projeção em um dos estado de Bell) em sua partícula e na sua
parte do par emaranhado que compartilha com Bob. b) O resultado dessa medida (ela pode
obter qualquer um dos quatro estados de Bell) e informado a Bob classicamente. c) Bob, então,
realiza uma operação unitária local em sua partícula, que acaba sendo descrita pelo estado de
A. No processo temos uma transferência de informação clássica (2 bits) e quântica (1 ebit).
Uma primeira expectativa é a de que um estado emaranhado que executa uma dada tarefa
melhor que outro também o fará para qualquer outra. Porém isto só é verdade em um número
muito limitado de casos, o que impede o uso de uma análise embasada em uma tarefa espe-
cifica para quantificar o emaranhamento, ou seja, ordenar os estados através da performance
em uma dada tarefa. Temos que nos guiar por algo mais geral.
Problemas típicos em Teoria de Informação Clássica envolvem duas ou mais partes, se-
paradas espacialmente, realizando operações locais e se comunicando classicamente (LOCC
na sigla em inglês). Em Informação Quântica pretende-se ir além permitindo que as partes
compartilhem estados quânticos. Contudo, espera-se que, entre os estados quânticos, exclusi-
vamente os emaranhados proporcionem alguma vantagem em relação ao cenário clássico. No
entanto, extrapolamos tal expectativa definindo emaranhamento, ou correlações quânticas,
como tudo o que não pode ser criado no cenário clássico, isto é, utilizando LOCC. Alternati-
vamente, as correlações clássicas ficam definidas como aquelas que podem ser criadas usando
LOCC. Note que a comunicação clássica entre as partes permite que as operações locais sejam
dependentes e portando seus resultados também: a operação que irei fazer dependerá do re-
sultado de uma medida feita por outro, e cujo resultado me é informado. É esta comunicação
clássica que gera as correlações clássicas presente nos estados gerados por LOCC. Caso con-
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trário teríamos duas partes desconectadas; dois mundos independentes. Encontramos, assim,
uma maneira pragmática de distinguir as correlações clássicas das quânticas.
Da definição exposta acima, segue que o emaranhamento de um estado não pode aumentar
quando aplicamos LOCCs a este. Se recordarmos que a inversa de uma operação unitária
também é unitária e que ambas são LOCCs concluímos que as operações unitárias locais não
alteram o grau de emaranhamento de um estado (é somente uma mudança de base local).
Antes de utilizar as LOCC na definição de estados emaranhados mistos, regressemos ao
caso puro. Qualquer vetor de estado de um sistema de duas partículas, ou duas partes, A e B
pode ser escrito como
|ψ〉 = ∑
iA iB
ciA iB |iAiB〉 (2.3)
com |iA(B)〉 bases ortonormais no espaço de Hilbert da partícula A(B) de dimensões dA(B).
Desde muito, se sabe que estados emaranhados, ou que contém emaranhamento entre duas
partículas A e B, são definidos como aqueles que não podem ser escritos da forma
|ψ〉 = |φA〉 ⊗ |φB〉. (2.4)
com |φA(B)〉 pertencendo ao espaço de Hilbert da partícula A(B). Assim, dado um estado
temos que descobrir se existem vetores de estados |φA〉 e |φB〉, de tal forma que esse possa
ser reescrito na forma da Eq. 2.4. É claro que, nesta busca deve-se utilizar somente operações
locais unitárias de forma a não alterar o emaranhamento do estado.
Estados mistos ocorrem quando se considera um ensemble de sistemas ou quando a pre-
paração do sistema é incerta. No último caso o que se conhece é que existe uma probabilidade
pi do estado ter sido preparado no estado |ψi〉. Nestes casos o sistema, ou ensemble, é descrito




com {pi} uma distribuição de probabilidades: pi ≤ 1 e ∑i pi = 1. Pode-se dizer que temos um
mistura estatística de estados puros; {pi, |ψi〉}. Porém se deve termuito cuidado devido ao fato
de que existe mais que uma mistura de estados puros que leva ao mesmo operador densidade
(liberdade unitária12). Assim, somente o operador densidade não captura toda a informação
sobre o sistema, não informando como este foi preparado. Portanto não podemos dizer que
o sistema deve estar no estado |ψi〉 com probabilidade pi, sendo essa somente um possível
decomposição entre tantas. Ademais das duas situações acima, estados mistos também são
utilizados quando tem-se um estado global puro emaranhado mas só há interesse em uma
parte do sistema. Esta é representada por um operador densidade reduzido, obtido através de
um traço dos graus de liberdade do resto (traço parcial). Aqui temos uma das características
distintivas do emaranhamento: apesar do estado do sistema global ser conhecido exatamente
(estado puro), não se pode ter conhecimento total de suas partes. Vale a pena mencionar que,
valores médios de observáveis não dependem de qual mistura em estados puros escolhemos
para representar o operador densidade, mas o emaranhamento sim. Por isso, como veremos
adiante, no cálculo de emaranhamento devemos fazer uma minimização sobre todas as de-
composições, o que torna este independente da decomposição. Também pode ocorrer o caso
mais geral de uma mistura de estados mistos: ρ = ∑i pi ρi.
Recordado o conceito de estados mistos e seus possíveis usos, definimos os separáveis





i ⊗ ρBi . (2.6)
12Duas misturas {pi, |ψi〉} e {p′i, |ψ′i〉} são descritas pelo mesmo operador densidade se e somente se existe uma
matriz unitária U tal que
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Afirmamos que estes estados são separáveis, ou classicamente correlacionados, porque podem
ser criados usando somente LOCC. Por exemplo, uma das partes sorteia o número aleatório
i com probabilidade pi, prepara o estado ρAi e comunica o resultado a outra parte que tam-
bém deve preparar o estado ρBi . Continuando este procedimento eles podem obter um estado
da forma acima, onde todas as correlações tem origem na distribuição de probabilidade clás-
sica {pi}13. Também se pode mostrar que as correlações geradas por estados da forma acima
podem ser descritas por um modelo realístico local. Mais importante. Como mencionamos
anteriormente existem inúmeras formas de operadores densidades que descrevem as mesmas
propriedades estatísticas do sistema. Portanto para saber se um estado é separável temos que
verificar se entre todas as formas possíveis de expressá-lo existe uma que é separável; ou seja
se podemos obter este estado através de LOCC. Esta liberdade dificulta bastante o problema
de distinguir estados mistos emaranhados dos separáveis tal como a quantificação deste ema-
ranhamento.
2.2.2 Emaranhamento versus Separabilidade
Após introduzir uma noção mais formal de emaranhamento, iremos estudar como distinguir
um estado separável de um emaranhado, para então adentrar a questão da quantificação.
2.2.2.1 Estados puros
Para determinar se um estado puro é separável temos que descobrir se existe uma maneira de
escrever o estado na forma da Eq. 2.4, ou seja, temos que encontrar a decomposição “correta”.
Este procedimento pode ser simplificado usando a Decomposição de Schmidt de um estado.
Consideramos a forma geral de um estado de duas partículas, |ψ〉 = ∑iA iB ciAiB |iAiB〉 (Eq.
2.3), e tomamos os coeficientes ciA iB como os elementos de uma matriz C. O ponto chave na
decomposição de Schmidt, é que existe um teorema, a decomposição em valores singulares,
que afirma que qualquer matriz M m× n pode ser decomposta como
M = UΛV†, (2.7)
na qual U é uma matriz unitária m× m, Λ é uma matriz m× n com números reais não nega-
tivos na diagonal e nulos fora desta e V também é uma matriz unitária, porém n × n 14. Os
elementos não nulos de Λ são denominados valores singulares de M. Note que estes estão

























Definindo os vetores de estado |φAα 〉 = ∑iA UiAα|iA〉 e |φBα 〉 = ∑iB V†αiB |iB〉, reescreve-se
|ψ〉 = ∑
α
Λαα|φAα 〉|φBα 〉. (2.10)
13Esta definição foi introduzida por Werner [46] que os denominou estados classicamente correlacionados em
contraposição a estados não correlacionados, da forma ρA ⊗ ρB, que podem ser gerados por operações locais inde-
pendentes
14Note que tal decomposição em geral não é única, senão no caso onde todos os valores singulares são não
degenerados e diferentes de zero. Daí a decomposição é única a menos da multiplicação simultânea de uma
coluna de U por um fator de fase e da correspondente em V pelo fator oposto.
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Da unitaridade de U e V pode se mostrar que tanto |φAα 〉 quanto |φBα 〉 são ortogonais entre si
e formam uma base ortonormal nos seus respectivos espaços de Hilbert; a única coisa feita
foi uma transformação de base local. Ademais se |ψ〉 é normalizado temos que ∑α Λ2α = 1,
já que a norma não muda com a transformação unitária. O número de termos nesta decom-
posição é denominado o número (ou posto) de Schmidt, limitado por min[dA, dB], e da orto-




A decomposição de Schmidt nos permite dizer quando um estado puro é separável ou não:
|ψ〉 é separável se e somente se seu número de Schmidt é 1. A prova da “volta” é trivial, já
que se a decomposição tem número de Schmidt 1, então encontramos uma forma de escrever
o estado na forma separável. No caso da ida, temos que notar que um transformação unitá-
ria local, não muda o número de Schmidt. Imaginemos que a decomposição do estado |ψ〉
tem número de Schmidt maior que 1. Assim temos que buscar outras decomposições para
verificar se o estado é separável, porém tudo que podemos fazer são operações unitárias lo-
cais (para que o emaranhamento não aumente) e estas não irão mudar o número de Schmidt.
Portando o estado não é separável. Para que ele seja separável o número de Schmidt tem que
ser 1. A decomposição de Schmidt, fornece o mínimo sub-espaço de correlações em um sis-
tema puro. Pode-se pensar que fisicamente esta evidencia quantos “graus de liberdade” estão
efetivamente emaranhados.
2.2.2.2 Estados mistos
No caso de estados mistos o problema é um pouco mais complicado. O operador densidade




Para determinar se este estado está emaranhado temos que descobrir, para cada umas das





i ⊗ ρBi . (2.12)
Em geral não existe um critério necessário e suficiente que seja facilmente computável para
determinar se um estado é separável ou não. O que há é uma condição necessária para que
um estado seja separável, a qual é conhecida como o critério da transposição parcial positiva
(PPT na sigla em inglês) ou critério de Peres-Horodecki. Primeiramente definimos uma trans-
posição parcial. Tomemos o operador densidade tal como escrito na Eq. 2.11 e definimos seus
elementos de matriz na base {|ij〉} como ρij,kl = 〈ij|ρ|kl〉. A transposição parcial em relação a
partícula B é definida pelos seus elementos de matriz:
ρTBij,kl = ρil,kj. (2.13)
Ou seja, invertemos os índices de linha e coluna respectivos a partícula B. Voltando ao critério
PPT, este afirma que que se um estado é separável então a transposição parcial em relação
a algum dos sistemas é positiva (seus autovalores são positivos). Note que a transposição
depende da base, porém os autovalores não e portando podemos efetuar a verificação em
qualquer base.
Para sistemas 2× 2 e 2× 3 este critério também é suficiente para que o estado seja separável.
Contudo para sistemas dimensionalmente maiores existem estados emaranhados que são PPT.
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2.3 Quantificação operacional
Iremos enfrentar o problema da quantificação do emaranhamento usando sua definição atra-
vés das LOCC. Mais especificamente, usando o fato de que desta definição segue que o grau
de emaranhamento de um estado não pode aumentar sob LOCC, ou seja, dado um estado |ψ〉
a aplicação de uma LOCC somente pode reduzir ou manter o emaranhamento deste estado.
Consequentemente podemos de algum modo ordenar os estados: se é possível obter o estado
|φ〉 a partir do estado |ψ〉 usando somente LOCC, então afirma-se que o emaranhamento de
|ψ〉 é maior ou igual ao emaranhamento de |φ〉:
|ψ〉 −−−→
LOCC
|φ〉 =⇒ E(|ψ〉) ≥ E(|φ〉). (2.14)
Portanto, a princípio, é factível ordenar os estados em relação ao seus graus de emaranha-
mento, analisando quais estados podem ser obtidos a partir de quais, isto é, comparando os
estados. Mas medir uma quantidade se resume a compará-la com um padrão pré-definido.
Assim, poderia se escolher um estado emaranhado como padrão e comparar todos os outros
com ele. Em particular suponha que p seja a probabilidade de converter um dado estado |ψ〉
ao estado padrão escolhido. Então dado N estados |ψ〉 obtém-se pN padrões e poderíamos
utilizar este número como uma medida do emaranhamento de |ψ〉. Essa operação, que discu-
tiremos em mais detalhes, é chamada de Destilação do Emaranhamento. Igualmente, é possível
imaginar a operação inversa de converter estados padrões em um dado estado, no que se
chama de concentração de emaranhamento e leva a definição do Custo de Emaranhamento.
Uma pergunta que emerge naturalmente é se existe um estado do qual podemos obter
todos os outros, ou seja, um estado que seja maximamente emaranhado. Pelo menos para o
caso de duas partes (bipartite), cada uma com dimensão fixa e finita d, estes estados existem e




|00〉+ |11〉+ . . . + |(d− 1)(d− 1)〉. (2.15)
Desta maneira, a partir do estado acima, e todos os seus equivalentes sob operações unitárias
locais15, podemos obter qualquer outro estado somente usando LOCC.
Vimos que, é possível ordenar os estados em relação ao seu grau de emaranhamento in-
vestigando quando um estado pode ser obtido a partir de outro usando LOCC. Igualmente,
sabemos que para o caso de sistemas bipartites de dimensão fixa existem estados, a partir
dos quais qualquer outro pode ser obtido. O próximo passo seria responder à pergunta de
quando um estado puro qualquer pode ser obtido a partir de um outro estado usando LOCC.
De fato existe uma solução para este problema16, no entanto, está nos diz que existem esta-
dos incomparáveis, ou seja, nenhum deles pode ser convertido ao outro com probabilidade 1
e portanto não podemos obter um ordenamento total dos estados17. Um outro empecilho é
15Os estados de Bell são quatro e equivalentes sob operações unitárias locais: |Φ+〉 = (|00〉+ |11〉) /
√
2 , |Φ−〉 =
(|00〉 − |11〉) /
√
2 , |Ψ+〉 = (|01〉+ |10〉) /
√
2 e |Ψ−〉 = (|01〉 − |10〉) /
√
2.
16Esta solução é dada dentro da teoria da majorização [47]: dado dois vetores~a e ~a′ e suas respectivas compo-
nentes em ordem decrescente {a1, a2, . . . ad} e {a′1, a′2, . . . a′d}. Dizemos que ~a majoriza ~a′ se ∑di=1 ai = ∑di=1 a′i e
para todo 1 ≤ k < d∑ki=1 ai ≥ ∑ki=1 a′i.Dito isto, pode-se mostrar que dado dois estados |ψ1〉 e |ψ2〉 com coeficien-
tes de Schmidt {αi} e {α′i} existe uma LOCC convertendo |ψ1〉 a |ψ2〉 com probabilidade 1 se e somente se {α′i}
majoriza {αi}. Também se pode encontrar a probabilidade máxima de sucesso quando não existe um protocolo
determinístico. Note que podemos aumentar o emaranhamento de um dado estado usando LOCC com uma dada
probabilidade, no entanto o número de Schmidt não pode crescer usando LOCC, mesmo probabilisticamente.
17Também se pode definir o emaranhamento “emprestado”. Existem estados incomparáveis que podem ser
inter-convertidos com ajuda de um outro estado emaranhado. Ou seja, dado um estado emaranhado |η〉 a trans-
formação |ψ〉|η〉 → |φ〉|η〉 usando LOCC é possível com probabilidade 1, enquanto a transformação |ψ〉 → |φ〉
não. Note que o estado emaranhado |η〉 é retornado “ileso” após a transformação, atuando como um catalisador
desta. De fato este fenômeno é conhecido como catálise de emaranhamento [48].
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que podem surgir descontinuidades: dado um estado podem existir dois outros estados tão
próximos quanto queremos tal que é possível obter o primeiro com probabilidade 1, mas para
o segundo a probabilidade é nula. Talvez estes problemas ocorram por estarmos sendo mui-
tos restritivos ao pedir que a transformação seja exata; o que na verdade nunca ocorreria no
mundo real. Deste modo parece razoável exigir que na transformação devemos obter o estado
desejado com um erro ǫ pequeno, mas finito. Com este relaxamento removemos as desconti-
nuidades e sempre obtemos uma valor finito para a probabilidade de obter um dado estado,
que por sua vez dependerá do valor de ǫ permitido. Porém mesmo com este relaxamento a
questão da inter convertibilidade de estados se torna muito complicada para o caso de estado
mistos e portanto é necessário considerar um cenário ainda mais geral. O que iremos fazer é
comparar estados no regime assintótico de muitas cópias, como descreveremos a seguir.
2.4 Regime assintótico
No regime assintótico de muitas cópias a questão que nós colocamos é se, dado dois números
inteiros m, n≫ 1 é possível implementar a transformação
ρ⊗n → σ⊗m (2.16)
usando LOCC. Nesse cenário poderíamos usar a máxima razão m/n, entre todas as transfor-
mações, como um indicador do emaranhamento relativo entre estes dois estados. Essa quan-
tificação no regime assintótico pode parecer um tanto quanto abstrata, mas encontra sentido
prático: com um estado misto ρ não se pode realizar o teletransporte fielmente, contudo se as
duas partes A e B compartilham várias cópias de ρ então estes podem obter um númeromenor
de cópias de um determinado estado de Bell usando LOCC e logo proceder ao teletransporte.
Nesse caso o número de estados de Bell obtidos por cópia de ρ quantifica o emaranhamento
em relação ao teletransporte.
Dentro do regime assintótico há duas possibilidades que conduzem a diferentes respostas:
transformações exatas e assintoticamente exatas. No primeiro caso não são permitidos erros no
estado final obtido, e temos que determinar se uma dada transformação pode ser alcançada
perfeitamente com 100% de probabilidade para um dado valor de m e n. O supremo entre
todas as possíveis razões m/n é denotado rexato. Porém de um ponto de vista físico parece
mais razoável considerar o caso onde as transformações são aproximadas, porém se tornam
arbitrariamente precisas no limite assintótico demuitas cópias. É este segundo caso que iremos
rever aqui.
Mais especificamente, para um número n ≫ 1 de cópias de ρ obtemos o estado σm o qual
aproxima σ⊗m fielmente para algum valor de m≫ 1. Se no limite de n→ ∞ com r = m/n fixo
a aproximação se torna arbitrariamente boa a razão r é dita ser alcançável. Então usaríamos
a razão ótima sobre todas as transformações possíveis como um medida do emaranhamento
relativo entre os dois estados, raprox, no regime assintótico. Claramente o regime exato é menos
geral, de tal maneira que temos raprox ≥ rexato. De fato em geral as duas quantidades são
diferentes!
Dentro deste cenário uma ordem total dos estados puros bipartites é factível. Logo pode-se
definir uma medida de emaranhamento única comparando todos os estados com o maxima-
mente emaranhado. Desta maneira define-se o Custo de Emaranhamento do estado ρ, Ec(ρ),
como a taxa mínima necessária para converter n cópias de estados maximamente emaranha-
dos em um estado que aproxima m cópias do estado ρ, de tal modo que o erro na aproximação
tende a zero no limite de muitas cópias. Denotando D(ψ, φ) uma medida de distância18, P
18Uma variedade de medidas de distância podem ser consideradas. O Custo de Emaranhamento será inde-
pendente da escolha quando esta for equivalente a norma do traço, D (ρ, σ) = Tr |ρ− σ|, de uma maneira que
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De modo análogo define-se o Emaranhamento de Destilação, ED(ρ), como o taxa máxima
possível de converter n cópias do estado ρ em um estado que aproxima m cópias do estado
maximamente emaranhado. Novamente requerendo que a aproximação seja arbitrariamente





















O Custo de Emaranhamento indica quantos estados maximamente emaranhados são neces-
sários para criar o estado ρ, enquanto o Emaranhamento de Destilação revela quantos estados
maximamente emaranhados pode-se obter (destilar) do estado ρ. No caso do último, também
poderíamos considerar protocolos probabilísticos com vários graus de sucesso e ainda assim
teríamos a mesma noção de Emaranhamento de Destilação. O problema com estas definições
é que elas acabam sendo muito formais e o cálculo tanto do Custo de Emaranhamento como
do Destilação se tornam tarefas extremamente difíceis.
Apesar de que o cálculo destas duasmedidas não ser direto, as definições formais fornecem
informações sobre a natureza do emaranhamento. Por exemplo, uma questão natural é se
EC = ED? Ou seja, se as transformações são reversíveis no limite assintótico. Para estados
puros a resposta é sim, EC(ρ) = ED(ρ). E mais, para estados puros ambos são iguais à Entropia
de Emaranhamento definida como
ES(ρ) = S(ρA) = S(ρB) (2.19)
com S(ρA(B)) = −tr[ρA(B)log2ρA(B)] denotando a entropia de von Neumann do operador den-
sidade reduzido do sistema A(B). Assim para estados puros temos uma medida do emara-
nhamento entra duas partes que é de fácil cálculo. Uma outra maneira de justificar a Entropia
de Emaranhamento como um medida válida para estados puros é pensar que estes não con-
tém nenhuma correlação clássica. Logo uma medida da correlação entre as duas partes, dada
pela entropia de von Neumann de uma delas, é uma boa medida da correlação quântica entre
elas. Atente, no entanto, que o significado operacional da Entropia de Emaranhamento ocorre
no limite assintótico: ela da a taxa de conversão de muitas cópias e não de uma única!
Retornando aos estadosmistos, continuamos com o problema de quemesmo no regime as-
sintótico de muitas cópias não há um ordem total dos estados. Ademais para estados mistos,
em geral, EC 6= ED. O que sabemos é que EC ≥ ED, ou seja, gasta-se mais estados maxi-
mamente mistos para produzir um estado do que pode-se destilar depois. De fato, existem
estados mistos emaranhados que não podem ser destilados, sendo estes apelidados de esta-
dos com bound entanglement. Estes só ocorrem para sistemas de dimensão maiores que 2× 3;
ou seja pares de qubits sempre podem ser destilados. Conexões entre os estados com bound
entanglement e estado emaranhados PPT existem: todos estados emaranhados PPT são esta-
dos com bound entanglement. Contudo não se sabe se um estado NPPT é sempre destilável
e existem indicações de que isto não seja verdade. Também se sabe que estados com bound
entanglement não são úteis para o teletransporte e algumas outras aplicações, mas podem ser
“ativados”, no sentido de que podem ser úteis em algumas tarefas facilitando a destilação de
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outros estados. Se mostrou por exemplo que uma pequena quantidade de bound entanglement
torna possível a destilação de qualquer estado NPPT.
Essa surpreendente diferença entre Custo de Emaranhamento e de destilação de estados
mistos pode ser melhor entendida se recordarmos que para obter estados mistos a partir de
estado puros de Bell usando LOCC perfeitas é necessário se descartar alguma informação;
por exemplo fazendo uma medida e não tomando conhecimento de seu resultados ou ema-
ranhando o sistema com um outro auxilar e logo descartar este último. Aliás estas diferença
igualmente ilustra que uma única medida não é suficiente para quantificar o emaranhamento
como um recurso em um estado misto.
2.5 Quantificação abstrata
Ponderamos que o estudo da quantificação do emaranhamento dentro da perspectiva das
LOCC no limite assintótico resulta em uma solução completa para o caso de estados puros.
Porém no caso de estados mistos a situação se complica já que perdemos a reversibilidade e
uma expressão computável não é encontrada. Para conseguir progredir no caso de estados
mistos iremos adotar um procedimento mais axiomático: procurar funções que satisfaçam al-
guns postulados considerados e usá-las para quantificar o emaranhamento.
Quais são as propriedades básicas exigidas para tal função? Estas devem capturar as ca-
racterísticas essenciais do emaranhamento e idealmente proporcionar uma medida com sig-
nificado operacional. Que o emaranhamento não aumente, em média, por LOCC parece ser
o mínimo que qualquer função que almeje quantificá-lo deva satisfazer. Além desta existem
uma variedade de outras possíveis propriedades que iremos listar. Nem todas serão satisfeitas
por todas as quantidades propostas:
1. E(ρ) deve ser um mapeamento de operadores densidades em números reais positivos
definida para estados arbitrários. Também devemos incluir um fator de normalização
de tal forma que estados maximamente emaranhados de qudits tenham E(|ψ+d 〉) = logd
ebits.
2. E(ρ) = 0 sé ρ é separável
3. E (ρ) não aumenta em média19 sob LOCC. E (ρ) ≥ ∑i piE (ρ̃i) com pi a probabilidade de
obter o estado ρ̃i = P (ρ) aṕos efetuar um dado protocolo P .
4. Para estados puros a medida deve ser reduzir a Entropia de Emaranhamento, ES .
As duas primeiras condições determinam uma escala para a medida, enquanto a terceira é
uma generalização da idéia de que o emaranhamento só pode diminuir sob ação de LOCC
incorporando transformações probabilísticas; monotonicidade forte. A quarta será comentada
adiante. Qualquer função E que satisfaça as três primeiras condições é denominada um entan-
glement monotone. O termo medida de emaranhamento fica reservado as quantidades satisfa-
zendo 1, 2, 4 e que não aumentam sob ação de LOCC determinísticas. Note que as condições
1-4 podem ser substituídas por um conjunto equivalente de postulados mais abstratos, fato
que mencionaremos mais adiante.
Frequentemente algumas outras condições também são requeridas e merecem ser comen-
tadas:
19Por muito tempo não tive claro o porque da média. A família Horodecki discute [29] que a condição sobre
estados individuais E (ρ) ≥ E (P (ρ)) é mais fundamental e que atualmente há consenso de que esta deve ser a
necessária, mas que em geral é mais fácil provar a outra que é satisfeita pela maioria das medidas conhecidas. De
fato quando utilizamos a média temos conhecimento sobre o emaranhamento de ensembles e não de estados e
permitimos a possibilidade do aumento do emaranhamento de um estado em uma dada LOCC estocástica.
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e tenta capturar a perda de informação. Este processo de perda ocorre quando partimos
de um coleção de estados identificáveis ρi, que surgem a uma taxa pi, e acabamos apa-
gando a informação sobre a identidade de cada estado. No final obtemos uma mistura
na forma ρ = ∑ piρi. Um exemplo seria o caso onde inicialmente temos N partículas dis-
tribuídas em uma caixa com partições, sendo que cada partição i contém Npi partículas
no estado ρi e “quebramos” as partições mesclando todas a partículas. Analisando ma-
tematicamente este processo de perda de informação podemos ver que a convexidade já
está implicada pela condição 320.
• Aditividade - Aqui requeremos que a medida de emaranhamento satisfaça a condição
E (σ⊗n) = nE (σ) para todos estado σ e n inteiro. Apesar de ser uma condição desejável
para um medida de emaranhamento, muitas medidas significantes não a satisfazem e
por isto não é incluída como uma condição primária. Note que existe uma maneira
simples de remover a não aditividade de uma medida, e esta se resume a definir uma
versão regularizada E∞ (σ) := limn→∞
E(σ⊗n)
n , a qual é automaticamente aditiva.
• Aditividade completa - Neste caso exige-se que para qualquer dois estados ρ e σ E (ρ⊗ σ) =
E (ρ) + E (σ). O problema com esta condição é que ela pode ser muita restritiva e de fato
é possível que todas as quantidades satisfazendo os 4 postulados não sejam aditivas com-
pletas. Até mesmo o emaranhamento de destilação pode não ser completamente aditivo.
Todavia, esta é bem vinda como uma propriedade matemática que pode facilitar muitas
demostrações.
• Continuidade - Esta condição está relacionada com o quarto requerimento básico que
a princípio pode parecer arbitrário; porque escolhemos a Entropia de Emaranhamento
como marco para estados puros? Uma justificativa seria que ela é a taxa de conversão
reversível de estados puros no limite assintótico de muitas cópias. Porém uma razão
mais contundente se deve a observação de que qualquer entanglement monotone que é
(i) aditivo em estados puros e (ii) “suficientemente contínuo” deve ser igual à Entropia
de Emaranhamento em todos os estados puros. Uma análise mais rigorosa mostra que
as condições suficientes e necessárias para uma medida de emaranhamento ser igual
a Entropia de Emaranhamento para estados puros são : i) ser normalizada no estado
singleto, ii) ser aditiva em estado puros, iii) não aumentar sob a ação de LOCC deter-
minísticas entre estados puros e iv) ser assintoticamente contínua21. Portanto pode-se
20Como notado por Plenio [49], a convexidade não está conectada ao processo de perda de informação de ma-
neira direta. Tal situação ocorre quando inicialmente tem-se um estado ∑i pi|i〉M〈i| ⊗ ρi com {|i〉M} uma base
ortonormal. Ou seja um medida na partícula “marcadora” M revela a identidade do estado sem perturbá-lo. Logo
a perda da informação é descrita traçando a partícula M e obtendo ρ = ∑i piρi, num processo que não deve aumen-
tar o emaranhamento: E (∑i pi|i〉M〈i| ⊗ ρi) ≥ E (ρ). Este último requerimento sim é um caso especial da condição
3 não sendo equivalente a propriedade matemática de convexidade, ou seja podemos ter uma medida não con-
vexa, mas ainda assim monotônica em relação a LOCC; caso da negatividade logarítmica (ver adiante). Ao final
pode se argumentar que há uma conexão entre a convexidade e perda de informação no limite assintótico deste
processo, porém estes são idênticos exclusivamente para quantidade que possuem propriedades de continuidade
suficientementes fortes no limite assintótico.
21Para os mais curiosos/rigorosos definimos assintoticamente contínuo: considere duas sequências de esta-
dos {|φ〉n} e {|ψ〉n} pertencentes a uma sequência de espaços de Hilbert {Hn}. Para todas as sequências onde
tr||φ〉n〈φ| − |ψ〉n〈ψ|| → 0 devemos ter E(φn)−E(ψn)1+log(dimHn) → 0.
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mudar o conjunto de condições 1-4 pelos i-iv sem alterar o conjunto de medidas admis-
síveis. Uma outra possibilidade é substituir somente a condição 4 pelas condições ii e
iv.
Acabamos descobrindo que existe quase um zoo de condições que pode-se impor para de-
finir uma medida de emaranhamento de forma abstrata e que muitas destas são equivalentes
ou se complementam. Tal diversidade de condições pode gerar um grande número de medi-
das de emaranhamento e, portanto, é interessante limitar de alguma maneira estas medidas.
De fato, sabe-se que o Custo de Emaranhamento e o Emaranhamento de Destilação são me-
didas extremas, já que estes limitam um grande número de medidas. Na verdade prova-se
que um entanglement monotone que é assintoticamente contínuo em estados mistos e admite
regularização da aditividade, E∞ (ρ) := limn→∞
L(ρ⊗n)
n , obedece a seguinte relação
22:
ED (ρ) ≤ E∞ (ρ) ≤ EC (ρ) . (2.20)
Um último fato em relação a estas propriedades, que merece ser mencionado é que as con-
dições 1-4 não são suficientes para fornecer um ordenamento único dos estados em termos do
emaranhamento. Pode-se mostrar que, duas medidas satisfazendo 4 podem impor a mesma
ordem nos estados exclusivamente se estas são, na realidade, a mesma medida. Como ED (ρ)
e EC (ρ) são estritamente diferentes em todos os estados mistos, não há um única ordem no
conjunto de estados emaranhados. Isto pode ocorrer porque não levamos em conta os recur-
sos com suficiente cuidado, ao examinarmos o manipulação do emaranhamento, e talvez ao
fazê-lo lograremos um ordenamento único e logo uma única medida de emaranhamento. Al-
ternativamente é possível que as LOCC sejam muito restritivas e que uma ordem total única
se revele ao considerarmos um grupo de operações mais geral. Ambas considerações foram
estudadas sem muito sucesso até o momento. De qualquer modo, podemos aceitar esta di-
versidade de diferentes medidas como consequência de que elas correspondem a tarefas ope-
racionais diferentes sobre as quais distintas formas de emaranhamento tem diversos graus de
utilidade.
Até o momento introduzimos duas medidas de emaranhamento e constatamos que para
o caso de estados puros elas são equivalentes à Entropia de Emaranhamento. Agora, iremos
rever outras grandezas propostas na literatura.
Iniciamos com o Emaranhamento de Formação, uma generalização direta da Entropia de
Emaranhamento para estados mistos, introduzida por Bennett em 1996 [50]:
EF (ρ) ≡ min{pi,ψi}∑i
piES (|ψi〉) (2.21)
com o mínimo tomado sobre todas as misturas de estados puros {pi,ψi} que realiza o estado
ρ. Visto que, o Emaranhamento de Formação está definido em termos do de Custo, espera-se
uma relação entre eles. Contudo tal conexão só emerge assintoticamente, ou melhor, para uma
versão regularizada do Emaranhamento de Formação:




= EC (ρ) . (2.22)
Recorde que EC (ρ) já é definido no limite assintótico de muitas cópias. Obviamente que a
aditividade de EF implicaria a equivalência deste com o Custo de Emaranhamento. No entanto
22Em realidade, as condições para que tal relação seja verdadeira são um pouco mais gerais que as apresentadas.
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não há prova, mas indícios, de que o Emaranhamento de Formação seja aditivo23.
Devido à sua definição o Emaranhamento de Formação tem um cálculo custoso, todavia,
existem soluções para estados com alguma simetrias e para casos de baixa dimensionalidade.
De fato, uma expressão fechada para sistemas 2 × 2, pares de qubits, foi obtida por Hill e
Wootters em 1997 [51, 52, 28] e está embasada na concorrência, também introduzida e definida
por eles como
C (ρ) = max{0,λ1 − λ2 − λ3 − λ4}. (2.23)
λi é a raiz quadrada dos autovalores de R = ρρ̃ em ordem decrescente e ρ̃ = σy ⊗ σyρ∗σy ⊗ σy
com ρ∗ o complexo conjugado de ρ. O Emaranhamento de Formação em termos da concorrên-
cia é dado por









com h (x) = −x log2 x− (1− x) log2 (1− x) . Como EF e C são monotonicamente relacionadas,
pode-se usar a concorrência diretamente para caracterizar o emaranhamento de um estado,
porém deve-se lembrar que esta não é uma medida de emaranhamento, apesar de não au-
mentar sob ação de LOCC. Para sistemas de dimensões maiores existem diversas tentativas de
generalizar o conceito de concorrência. Na Ref. [53], por exemplo, a concorrência é estendida
através da definição de uma generalização do operador de spin-flip σy que atua em dimensões
arbitrárias.
A maneira como construímos o emaranhamento de formação, a partir de uma medida
em estados puros, também pode ser usada para outras medidas. Medidas em estados mistos
obtidas dessa maneira são denominadas convex roof measures. O convex roof de uma função
é definido como a máxima função convexa que é, para todos os seus argumentos, limitada
superiormente pela própria função. Em geral, o convex roof de uma função f definida em um
subconjunto convexo do Rn pode ser construída de forma variacional:




pi f (xi) . (2.25)
O mínimo é tomado sobre todas as possíveis distribuições de probabilidade pi e argumentos
xi tal que x = ∑i pixi. Demostra-se que a convex roof de qualquer entanglement monotone em
estados puros automaticamente é uma medida monotônica em relação a LOCC entre estados
mistos. Este fato, em conjunto com outros resultados, proporciona uma maneira elegante de
construir medidas monotônicas para estados mistos. Note que, em grande parte dos casos,
estas possuirão uma definição formal, mas de árduo cálculo.
Uma segunda medida que comentaremos é a Negatividade, a qual é embasada no critério
PPT, foi introduzida em [54] por ZyczKowski e estudada por Vidal e Werner em 2002 [55].
Recordemos que qualquer estado separável é PPT. Logo, quando a transposição parcial da
matriz ρ possui autovalores negativos (NPPT) o estado é necessariamente emaranhado. A
ideia da Negatividade é quantificar o quanto o estado ρ viola o critério PPT. Assim define-se a
Negatividade do estado ρ como o valor absoluto da soma dos autovalores negativos de ρTB , o
qual pode ser expresso como
N (ρ) ≡ ||ρ
TB || − 1
2
, (2.26)
23Uma das questões em aberto mais importantes em informação quântica é se EF é totalmente aditivo; se
EF (ρ⊗ σ) = EF (ρ) + EF (σ). Note que a equivalência entre EF e o Ec pode ser obtida da aditividade fraca de




, mas que tampouco foi provada até o momento. Em parte esta importân-
cia se deve ao fato de que EF está relacionada à capacidade clássica de um canal quântico e se pode mostrar que à
aditividade de EF é equivalente a aditividade de tal capacidade.
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com ||A|| = tr
√
A†A. Sabe-se que esta não aumenta sob ação de LOCC, todavia não é aditiva e
não se reduz à Entropia de Emaranhamento para todos estados puros, mas somente nos maxi-
mamente emaranhados. Podemos definir a Negatividade Logarítmica log2 ||ρTB || resolvendo
a questão da aditividade, mas esta é monotônica somente em uma subclasse das LOCCs e em
média sob LOCC, além de não se reduzir à Entropia de Emaranhamento para todos estados
puros. A Negatividade tem a vantagem de ser facilmente computável e a desvantagem de
não ser capaz de distinguir entre estados separáveis e estados emaranhados PPT. Ademais,
constata-se que a Negatividade Logarítmica possui vários significados operacionais, como,
por exemplo, ser um limite superior para o Emaranhamento de Destilação.
Existem também as medidas fundamentadas em distâncias (não necessariamente uma mé-
trica) no espaço de operadores densidades. Define-se o emaranhamento do estado como sua
distância ao estado separável mais próximo. Dada um função de distância entre dois estados
ρ e σ, D (ρ, σ), tem-se
E (ρ) ≡ min
σ∈S(H)
D (ρ, σ) , (2.27)
com S (H) o conjunto de estados separáveis emH.
Um exemplo de grandezas deste tipo, que de longe é a mais usada, é a Entropia Relativa
de Emaranhamento ER, na qual se emprega como medida de distância à Entropia Relativa
Quântica, definida como
S (ρ||σ) = Tr [ρ (log ρ− log σ)] . (2.28)
Note que a Entropia Relativa não e uma métrica não sendo nem mesmo simétrica, mas é
positiva, zero somente para operadores densidade idênticos e invariante sobre a aplicação
de uma mesma operação unitária em ambos estados. Pode-se interpretá-la como uma me-
dida da distinguibilidade de dois estados da seguinte maneira: suponha que tenhamos um
grande, mas finito, número de cópias de um estado, o qual pode ser ρ ou σ e desejamos des-
cobrir qual deles possuímos. A probabilidade de se inferir, a partir de medidas ótimas no
estado composto, que o estado é ρ quando na verdade ele é σ é 2−nS(ρ||σ), para n ≫ 1. Ou-
tro modo de entender a motivação do uso da Entropia Relativa é constatar que a quantidade
total de correlação entre duas partes A e B em um estado ρAB é dada pela informação mútua
I (ρAB) = S (ρA) + S (ρb)− S (ρAB) e que esta pode ser reescrita como
I (ρAB) = S (ρAB||ρA ⊗ ρB) . (2.29)
Ou seja, se a quantidade total de correlação é quantificada pela comparação do estado ρAB com
o estado não correlacionado ρA ⊗ ρB então é natural se tentar avaliar a parte quântica dessas
correlações através de uma comparação de ρAB com o estado separável mais próximo, visto
que esse só contém correlações clássicas. Portanto definimos
ER (ρ) = min
σ∈S(H)
S (ρ||σ) . (2.30)
Atente, que é importante que o estado separável seja σ, pois uma inversão dos argumentos
conduz a um valor infinito da Entropia Relativa para qualquer estado emaranhado puro. Tam-
bém se pode escolher outros conjuntos de estado para comparação além do separável, como
por exemplo os estados PPT ou não destiláveis, sendo importante que tal conjunto de estados
seja fechado em relação as LOCC. Desta definição pode-se dizer que ER pondera a probabili-
dade de um estado separável manisfestar resultados consistentes com o estado emaranhado
em questão. Igualmente pode se provar que tal grandeza é convexa e satisfaz as condições
1-4, mas não aditiva. Logicamente é possível definir uma versão regularizada desta no mesmo
espirito da entropia de formação.
Introduzimos, agora, um conjunto de ferramentas que tem o propósito de determinar se
um estado é emaranhado ou não, e que se denominam Testemunhas de Emaranhamento. Um
21 2.6. Emaranhamento Multipartite
operador hermitiano W é nomeado Testemunha de Emaranhamento se seu valor médio é po-
sitivo em todos os estados separáveis e negativo para alguns estados emaranhados, ou seja,
∀ σ ∈ S (H) Tr [Wσ] ≥ 0
e
∃ ρ t.q. Tr [Wρ] < 0
O operadorW atua como um hiperplano separando alguns estados emaranhados do conjunto
convexo de estados separáveis. Obviamente que o ideal é buscar a Testemunha de Emaranha-
mento ótima, no sentido de que esta detectaria o maior número possível de estados emara-
nhados; o hiperplano seria tangente ao conjunto de estados separáveis. Existem muitas Teste-
munhas de Emaranhamento propostas, algumas com o objetivo de detectar o emaranhamento
em sistemas de estado sólido24; a desigualdade CHSH em si é uma testemunha de emaranha-
mento. Dada uma Testemunha há a possibilidade de se usar a quantidade de violação como
um medida de emaranhamento, ou mesmo, escolher um conjunto de testemunhas e empre-
gar a mínima violação, sobre todas para um dado estado, como uma medida, no que seria a
testemunha ótima para este estado.
Uma última possibilidade que mencionaremos brevemente é a Robustez do Emaranha-
mento. A motivação é se perguntar o quanto de ruído deve ser mesclado com um dado estado
para que este se torne separável. Considerando diferentes tipos de ruído se obtém diferen-
tes tipos de medidas de Robustez e mostra-se que tais quantidades e a negatividade são em
realidade parte de uma família mais geral de entanglement monotones [55]. Igualmente, as tes-
temunhas de emaranhamento oferecem uma visão unificada da robustez e da negatividade
[56].
2.6 Emaranhamento Multipartite
Até este ponto, tratamos simplesmente do caso bipartite, no qual temos o emaranhamento
entre duas partes A e B. Esta configuração já se mostrou bem complexa, mas podemos e de-
vemos, de qualquer maneira, nos questionar sobre a situação com mais que duas partículas.
Muitos dos conceitos utilizados no cenário bipartite podem ser estendidos para o caso de mui-
tas partes, enquanto que alguns perdem seu significado.
Generalizando a definição de separável diretamente, afirma-se que um estado de N partes






i ⊗ ρ2i · · · ρNi . (2.31)
Apesar de obtermos uma definição imediata para o caso de N partículas, o significado de
um estado emaranhando ou não separável não e nada evidente. Um dos primeiros obstá-
culos é que existem diferentes tipos de emaranhamento. Pode-se, por exemplo, definir uma
k-separabilidade: distribuímos as N partículas do sistema em k ≤ N grupos e consideramos
estes grupos como constituintes de um sistema k-partite. Então deve se perguntar em relação
a qual distribuição o estado é totalmente separável. Portanto há uma hierarquia de classes
de separabilidade, onde consideremos um estado k-separável mais emaranhado que um l-
separável quando k ≤ l. Da mesma maneira que definimos estados k-separáveis podemos
definir estados k-emaranhados como aqueles que não são k-separáveis. Para três partículas
por exemplo podemos ter o estado (|00〉AB + |11〉AB)⊗ |0〉C que claramente não contém ema-
ranhamento tripartite, já que a terceira partícula está descorrelacionada das outras duas. Um
24Para alguns sistemas de spins pode-se demostrar que a susceptibilidade ou mesmo a função de correlação são
testemunhas de emaranhamento.
Capítulo 2. Emaranhamento 22
problema com essa definição é que quando consideramos várias cópias: por exemplo, para
um sistema de 3 partículas se pode obter estados 3-emaranhados através de LOCC atuando
em duas cópias de um estado 2-emaranhado; o k-emaranhamento não é fechado sob LOCC,
ou sob a ação de aumentar o número de cópias. Deve-se mencionar que a decomposição de
Schmidt, em geral, não pode ser estendida para o caso de N partes 25, mas pode-se utilizar o
critério PPT para saber se há emaranhamento entre uma dada bipartição.
Uma das bases do estudo do emaranhamento bipartite é a existência de um estado ma-
ximamente emaranhado; aquele a partir do qual todos os outros estados podem ser obtidos.
Observamos que para estados puros a existência deste estado permite obter umamedida única
de emaranhamento. Contudo para o caso de N partículas acabamos de ressaltar que a situação
não é tão simples, já que têm-se diversas classes de emaranhamento, o que não permite definir
um estado maximamente emaranhado geral.
Das classes de estados k−emaranhados para um sistema com N partículas, analisamos
agora a classe dos estados “totalmente” emaranhados, ou seja, que são N-emaranhados. Será
que dentro desta classe é possível definir um estado maximamente emaranhado? Para com-
plicar a situação ainda mais a resposta é não [57]. Por exemplo, para o caso de 3 partículas de
spin 1/2 em um estado puro, mostra-se que existem duas classes de estados não equivalentes,
os estados GHZ eW26:
|GHZ〉 = 1√
2




(|100〉 + |010〉 + |001〉) , (2.33)
tal que qualquer estado 3-emaranhado pode ser obtido de um deles usando LOCC27, mas um
não pode ser obtido a partir do outro. Assim vemos que para o caso de uma única copia não é
possível estabelecer uma noção genérica de estadomaximamente emaranhado; há dois “tipos”
de estados totalmente emaranhados para o caso de 3 partículas. O estado |GHZ〉 tem algumas
propriedades interessantes: o emaranhamento entre qualquer bipartição (A:BC, B:AC, C:AB)
é máximo, uma medida local em qualquer umas das partículas permite criar deterministica-
mente um estado maximamente emaranhado nas outras duas. Enquanto isso o estado |W〉
tem a propriedade de que qualquer duas partículas estão emaranhadas, enquanto no caso do
estado |GHZ〉 elas são separáveis; o emaranhamento do estado |W〉 é robusto a perda de partí-
culas. Como veremos, pode-se argumentar que o emaranhamento do estado |W〉 é constituído
de emaranhamento bipartite, enquanto que o |GHZ〉 contém somente um emaranhamento ge-
nuinamente tripartite, que não está presente em nenhuma duas partículas isoladas. Note no
entanto que em relação a definição de separabilidade ambos são 3-emaranhados.
Ponderamos que para o caso de N-partículas não existe uma única classe de estados ema-
ranhados e que dentro da classe de estados “totalmente” emaranhados não podemos definir
um único estado maximamente emaranhado, visto que existem estados incomparáveis. Toda-
via, esta situação se deu no caso de transformações exatas em uma única cópia de um estado
25Como veremos, no Cap. 5, é possível fazer uma decomposição de Schmidt sequencial que também pode levar
a uma representação mais econômica do estado.
26A sigla GHZ se refere a Daniel Greenberger, Michael A. Horne e Anton Zeilinger que introduziram este estado
ao demostrarem o teorema de Bell de uma nova maneira. Para um sistema de três partículas de spins 1/2 eles
provaram que tal estado está em desacordo com as premissas de EPR (não pode ser descrito por ume teoria “local
realística”) mesmo para o caso de correlações perfeitas, ao contrário do que acontece com as desigualdades de Bell.
Com isso eles obtém o que chamam de desigualdades de Bell sem desigualdades [58]. Em relação ao segundo
estado, parece que o W se refere a posição dos 1 nos três kets que formam o estado.
27Mesmo quando permitimos LOCC estocásticas (SLOCC) não é possível converter o estado |GHZ〉 no |W〉 e
vice-versa. Note porém que usando LOCC podemos aproximar o estado |W〉 tão bem quanto se queira a partir do
estado |GHZ〉; porém com uma diminuição da probabilidade de sucesso. No entanto já para o caso de 4 partículas
[59] exitem pares de estados que não podem ser obtido um do outro mesmo aproximadamente utilizando LOCC.
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puro, cenário no qual mesmo o caso bipartite já apresenta dificuldades com estados incompa-
ráveis. Porém, mesmo para o caso assintótico de muitas cópias e transformações quase exatas
não obtemos um estado multipartite maximamente emaranhado único. Uma possibilidade é
buscar não um estado, mas um conjunto de estados a partir do qual todos os outros podem
ser obtidos no limite assintótico. No entanto, ainda não se encontrou um conjunto de estados,
contendo o |GHZ〉, que seja capaz de gerar o |W〉. Uma outra saída seria considerar operações
mais gerais que as LOCC, por exemplo, operação que preservem a positividade da transposta
parcial (operações PPT). Utilizar as PPT simplifica a situação, visto que mesmo no regime de
uma única cópia qualquer estado k−emaranhado pode ser transformado em outro também
k−emaranhado com uma probabilidade finita. No entanto, no momento não sabe se pode-se
obter reversibilidade nestas circunstâncias.
Tanto o estado |GHZ〉 como |W〉 podem ser trivialmente generalizados para mais que 3
partículas. Porém nestes casos o número de classes de estados totalmente emaranhados não
equivalentes que não podem ser obtidos um a partir do outro aumenta.
No caso bipartite constata-se que existem muitas maneiras de quantificar o emaranha-
mento, principalmente no caso misto onde não é possível obter uma única medida de ema-
ranhamento. Para N-partículas a situação parece ainda pior, já que não somos capazes nem de
identificar um estado maximamente emaranhado mesmo para o caso puro. As ambiguidades
que surgem com a definição de k-emaranhamento para o caso de mais que uma cópia também
dificultam a quantificação. Deste modo existem muitas maneiras de quantificar o emaranha-
mento multipartite, sendo este um campo de pesquisa em pleno desenvolvimento.
Com o objetivo de quantificar o emaranhamento multi-partite podemos generalizar as
idéias de Custo de Emaranhamento e Emaranhamento de Destilação. Contudo como não so-
mos capazes de definir um único estado maximamente emaranhado, temos que definir estas
medidas em relação a um dos estados, obtendo uma variedade de grandezas que capturam
diferentes propriedades do estado. Apesar desta dificuldade cada umas destas medidas pos-
suem um significado operacional em termos dos vários recursos disponíveis em termos de
emaranhamento. Em relação à quantificação abstrata se torna ainda mais difícil obter uma
única visão.
Igualmente, é possível definir medidas baseadas em distâncias, onde se minimiza a dis-
tância de um estado em relação ao conjunto de estados totalmente separáveis. No caso de
Entropia Relativa de Emaranhamento, obtém-se que no caso multipartite esta não é aditiva,
nem mesmo nos estados puros, ao contrário do que ocorre para sistemas bipartites. Tal como
as medidas embasadas em distância, a Robustez e Testemunha de Emaranhamento podem ser
estendidos de maneira imediata para o caso de N partes.
Uma ampliação do conceito da concorrência para estadosmultipartites foi apresentada em
[60]. A cerne de tal extensão é a possibilidade de expressar a concorrência de estados puros
como o valor esperado de um operador hermitiano em relação a duas cópias do estado; note
que a concorrência tal como definida para estado puros, C (ψ) = |〈ψ ∗ |σy ⊗ σy|ψ〉, não é um
observável, daí e necessidade de duas cópias. Utilizando projetores no espaço simétrico e anti-
simétrico se demonstra ser possível inspecionar tipos específicos de emaranhamento multipar-
tite; de fato se obtém uma família de concorrências generalizadas. Vale um parêntesis aqui.
Tal expressão da concorrência, em termos de duas cópias, possibilita obter o emaranhamento
de um estado experimentalmente de maneira fácil [61]. A questão da medida experimental
do emaranhamento é de grande importância e atualmente existem dois métodos principais:
através das testemunhas de emaranhamento, onde algum conhecimento prévio do estado é
necessário para se identificar a testemunha mais adequada, e ainda assim, algumas classes de
emaranhamento pode ficar ocultas. Outra possibilidade é fazer o que se chama de tomografia
do estado, ou seja, reconstruir o operador densidade através de medidas de diversos obser-
váveis, e logo calcular alguma medida de emaranhamento. A dificuldade é que o número
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de medidas necessárias cresce rapidamente com o número de partículas e encontrar a melhor
estratégia de medida é uma área de pesquisa em si.
Passemos, agora, às grandezas sem análogo no caso bipartite, sendo uma delas o Ema-
ranhamento de Assistência. Nesta escolhemos duas partículas e estudamos como ações nas
outras partes podem gerar emaranhamento entres as duas partículas selecionadas. Por exem-
plo, no estado GHZ, se analisamos o emaranhamento entre duas partículas vemos que ele é
nulo. Todavia, uma medida na terceira partícula pode fazer com que as duas primeiras se
tornem maximamente emaranhadas. Mais precisamente o Emaranhamento de Assistência foi
proposto por DiVincenzo [62] para o caso de três partes A, B e C e definido como a Entropia
de Emaranhamento máxima que pode ser gerada, em média, entre duas partículas (A e B), se
uma medida é feita sobre a terceira partícula e o resultado é comunicado às duas primeiras.
Para estados tripartites puros o emaranhamento de assistência é uma função de ρAB, apesar
de refletir as propriedades do estado global. Do mesmo modo define-se o emaranhamento lo-
calizável28 para o caso de N partículas, como o máximo emaranhamento que pode ser gerado
entre duas partículas quando se efetuam LOCC nas partículas remanescentes. Ambas quanti-
dades requerem uma medida de emaranhamento bipartite para quantificar o emaranhamento
entre as duas partículas. Mais recentemente, se mostrou, que, as duas têm o inconveniente
de não serem monotônicas sob LOCC [63], visto que podem crescer através da cooperação de
todas as partes. Interessantemente, uma versão regularizada do Emaranhamento Localizável,
com muitas cópias, é monotônica em relação às LOCC, e no caso de muitas partes se reduz à
Entropia de Emaranhamento mínima entre quaisquer duas partes que dividam A e B.
Na situação de estados multipartites puros, há intenções de se avaliar a distância do con-
junto de estados separáveis utilizando funções da sobreposição (fidelidade) máxima com um
estado produto [64], no que se chama de Medidas Geométricas. Uma possibilidade interes-
sante é usar o logaritmo







Tal medida é não negativa, igual a zero somente se o estado e separável, invariante sob opera-
ções unitárias locais, mas não monotônica sob LOCC e tampouco aditiva.
Uma propriedade profundamente interessante de estados emaranhados de mais de duas
partículas, é a monogamia de emaranhamento, ou distribuição deste (“entanglement sha-
ring”). Se uma partícula A está maximamente emaranhada com B, nenhuma delas pode estar
emaranhada como uma terceira partícula C (quando as três têm a mesma dimensão), ou seja,
o emaranhamento tende a ser monógamo. A não pode estar nem mesmo classicamente cor-
relacionada com uma terceira29. Vale a pena ressaltar que, esta característica está relacionada
com o teorema da não clonagem, o qual enuncia que não é possível produzir várias cópias
fidedignas de um estado quântico, já que isto permitiria determinar exatamente este estado
[65]. Portanto parece existir uma restrição em relação a como o emaranhamento pode ser dis-
tribuído entre as partes, ao contrário do que ocorre com correlações clássicas que podem ser
compartilhadas entre muitas partes de forma arbitrária.
A monogamia do emaranhamento também encontra importância no contexto da cripto-
grafia quântica, visto que esta permite quantificar o quanto de informação um “intruso” po-
deria obter acerca de uma mensagem trocada. Igualmente, em matéria condensada a mono-
gamia pode ser vista como a responsável pelos efeitos de frustração. Por exemplo, o estado
fundamental perfeito de um sistema anti-ferromagnético seria composto de singletos entre
todos pares interagente, se a monogamia não o impedisse de partilhar uma unidade de ema-
28Foi demostrado que o Emaranhamento Localizável possui relações interessantes com as funções de correlação,
que são tão usadas em matéria condensada, assunto que comentaremos em mais detalhes adiante.
29Da mesma maneira pode se mostrar que máxima correlação clássica entre A e B irá proibir qualquer um deles
de estar emaranhando com um terceiro. Claramente há que se definir o que se entende por correlação clássica.
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ranhamento como todos os seus vizinhos. Deste modo um dado spin tentará espalhar o seu
emaranhamento de uma maneira ótima entre todos os seus vizinhos fornecendo um estado
altamente correlacionado.
E o que acontece no caso onde A e B estão emaranhadas, mas não maximamente? Isto
foi estudado por Coffman, Kundu e Wootters em 2000 [66], para o caso de três partículas de
dimensão 2 (qubits) em um estado puro. Ali demostrou-se que
C2A:BC ≥ C2A:B + C2A:C (2.35)
sendoC2A:BC a concorrência ao quadrado entre as partes A e BC com a última considerada como
uma única partícula. O cumprimento dessa relação restringe a forma como o emaranhamento




A:C podem variar de 0 a 1. Logo, o
emaranhamento entre A e B e entre A e C não podem aumentar simultaneamente de forma
arbitrária. Note que na expressão acima aparece a concorrência de um sistema de dimensão
maior que 2× 2 (CA:BC), enquanto que havíamos mencionada que esta só era definida para
sistemas 2× 2. Ocorre que, para sistemas puros pode-se mostrar que CA:B = 2
√
det ρA , o que
permite uma definição da concorrência para estados puros 2× n. Isto porque apesar do sis-
tema total ter dimensão 2n, da decomposição de Schmidt, somente duas delas são necessárias
para expressar seu estado (pode ser tratado como um par de qubits). Além disso, a concor-
rência ao quadrado é usualmente denominada 2-tangle. Esta desigualdade leva a definição de
uma medida de emaranhamento 3-partite, denominada residual-tangle (ou 3-tangle)
τ3 = C
2
A:BC− C2A:B − C2A:C. (2.36)
Pode-se mostrar que τ3 é invariante por transformações unitárias locais, independente de qual
partícula é escolhida como A e portanto pode ser considerada como uma medida de emara-
nhamento genuinamente tri-partite. O estado |W〉, por exemplo, apesar de ser 3-emaranhado,
tem τ3 = 0 sugerindo que este tem somente emaranhamento bipartite30, enquanto o |GHZ〉
só conteria emaranhamento genuinamente multipartite visto que τ3 = C2A:BC = 1. Aqui tam-
bém tem-se uma restrição entre o emaranhamento bipartite é multipartite, visto que para um
valor fixo de C2A:BC um aumento do emaranhamento bipartite entre A, B e C implica em uma
diminuição do emaranhamento multipartite dado por τ3.
Mais recentemente, em 2005, Osborne e Verstraete provaram tal desigualdade, já conjectu-
rada em [66], para o caso de N partículas (novamente qubits) [67]
C2A:BCD... ≥ C2A:B + C2A:C + C2A:D + ... (2.37)
Estas desigualdades sugerem uma estrutura para o emaranhamento entre duas partes:
composto da soma do emaranhamento bipartite entre os constituintes das partes mais uma
parte de emaranhamento genuinamente multipartite entre todos. Tal estrutura amplificaria de
sobremaneira nosso entendimento do emaranhamento multipartite, mas infelizmente ela não
é totalmente, digamos, “limpa”. Isto porque, sabe-se que a desigualdade para três partículas
não é válida para qualquer medida de emaranhamento: o Emaranhamento de Formação, por
exemplo, que é uma função monotônica da concorrência, não a satisfaz [66, 68], enquanto a
negatividade sim [69]. Igualmente há sido demonstrado através da obtenção de um contra
exemplo constituído de 3 qutrits, que a mesma desigualdade não é satisfeita para sistemas
com espaços de Hilbert de dimensões maiores [70], apesar de que uma generalização da de-
sigualdade válida para estados puros arbitrários tenha sido proposta recentemente [71]. Mais
30Aqui a situação é um tanto quanto nebulosa, já que o estado |W〉 é genuinamente tripartite, visto que não
pode ser escrito como o produto tensorial de nenhuma das parte com as outras duas. Portanto isso poderia ser
uma evidência de que o residual tangle está desprezando algo. Por outro lado pouca coisa em emaranhamento
multipartite pode ser dita claramente.
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especificamente se propõe um limite inferior para a concorrência de um estado genérico bi-
partite, e se prova que tal limite tem a propriedade de realizar a desigualdade. Logo se pode
definir uma generalização do residual tangle. Existem outras tentativas se generalizar o residual
tangle [72, 73, 74, 75, 76], além de conexões com o emaranhamento de assistência a a monoga-
mia [77]. Curiosamente o emaranhamento residual para sistemas de 3 qubits em uma classe
particular de estadosmistos foi analisado em [78], esbarrando com o fato de que, alguns destes




A:C = τ3 = 0
31.
Logo a priori não está claro que o emaranhamento entre A e BC possa ser entendido como
sendo ou bipartite ou multipartite.
Note que, como mencionado em [67] se conhecêssemos explicitamente as restrições na
compartilhação do emaranhamento então a tarefa de calcular a energia do estado fundamental
de um dado sistema se tornaria trivial.
Portanto apesar de ser amplamente aceito que o emaranhamento não possa ser distribuído
livremente, as restrições sobre estes não aparecem de maneira unificada como almejaríamos.
No entanto, não podemos nos esquecer de que, mesmo a quantificação do emaranhamento em
si não se apresenta em um cenário único.
Mais recentemente Adesso e Illuminati [79], conjecturaram uma relação, que apelidou de
monogamia forte. Na relação de monogamia para N partes, Eq. 2.37, ele supôs que o excesso
representado pela desigualdade é formado por todos os tipos de emaranhamento K ≤ N
partite. Para o caso de N = 4 fica
EA|(BCD) = EA|B + EA|C + EA|D + EA|B|C + EA|B|D + EA|C|D + EA|B|C|D (2.38)
com Ei|j o emaranhamento bipartite entre i e j , Ei|j|k o emaranhamento tripartite entre ijk
e assim por diante. Com tal desigualdade ele foi capaz de separar cada tipo de emaranha-
mento isolando somente a parte N−partite e escrevendo-la em termos do emaranhamento
bipartite. Com o intuito de examinar sua suposição, procedeu ao cálculo deste emaranha-
mento N-partite, o qual se mostrou positivo para estados gaussianos simétricos em relação a
permutações; para uma dada medida de emaranhamento escolhida para representar E. Note
que neste caso se deve usar medidas de emaranhamento para sistemas com infinitos graus
de liberdade, limite do contínuo, assunto com toda uma complexidade própria e que não foi
abordado aqui. Logicamente que seria de grande importância estudar tal conjectura em sis-
temas de dimensão finita, tais como cadeias de spins, no entanto a falta de uma medida de
emaranhamento bipartite para estados mistos de dimensões arbitrárias dificulta um pouco tal
propósito. Ainda assim existem estudos da monogamia, não a forte, em sistemas de matéria
condensada [80, 81].
Diante da dificuldade em quantificar o emaranhamento multipartite, uma possibilidade
simples é, para um estado puro, eleger uma partícula, calcular seu emaranhamento com o resto
e logo tomar uma média sobre todas as possíveis escolhas para esta partícula. Em realidade,
em 2002 Meyer e Wallach [82] apresentaram um medida de emaranhamento multipartite, o
Emaranhamento Global, derivada como uma função formal do estado. Um pouco depois, em
2003, Brennen [83] revelou que tal função nada mais era que o emaranhamento médio entre
uma partícula qualquer e o resto, quando se usa a entropia linear como medida de emaranha-
mento bipartite. Esta quantidade é nula se o estado é separável e invariante sob operações uni-
tárias locais, mas tem a deficiência de não distinguir entre alguns tipos de emaranhamento: os
dois estados, por exemplo, (|00〉12 + |11〉12)⊗ (|00〉34 + |11〉34) e (|0000〉1234 + |1111〉1234) am-
bos possuem emaranhamento global igual a 1. O Emaranhamento Global foi generalizado a
partir da construção de Meyer e Wallach em [84], porém tal generalização perde sua conexão
31Como pode C2A:B = C
2
A:C = τ3 = 0 e C
2
A:BC ser finito se τ3 = C
2
A:BC − C2A:B − C2A:C. A sutileza, é que pode se
definir τ3 independentemente das concorrências entre as partes em termos dos coeficientes do vetor de estado. No
caso de estados mistos uma minimização sobre todas as possíveis decomposições é necessária.
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direta com o emaranhamento médio entre bipartições. Uma extensão embasada na correspon-
dência de Brennen foi apresentada em [85], na qual se computava o emaranhamento médio
entre quaisquer bipartições, e não somente entre uma partícula e o resto, novamente usando a
entropia linear. Conexões com códigos de correção de erros também foram feitas. Da mesma
maneira foi proposto a utilização damédia geométrica ao invés da aritmética no cálculo destas
grandezas [86]. Uma proposta que tenta ser altamente geral, e incorporar todas estas foi dada
em [87, 88, 89, 90]. O Emaranhamento Generalizado, como foi batizado, vai além da idéia
de analisar o emaranhamento entre bipartições, mirando o emaranhamento em relação a um
conjunto de observáveis escolhido. Para o caso onde esses observáveis são locais se obtém os
casos mencionados acima.
Visto que uma definição única de estado mais emaranhando não é exequível, vale a pena
considerar propriedades que manifestem, de algum modo, o “espírito” de mais emaranhado.
Um rumo cabível, é examinar a possibilidade de um estado ser determinado por suas matri-
zes densidade reduzidas. Isto porque, esperamos que estados exibindo emaranhamento entre
todas as partes devam possuir informações afora daquela contida em suas matrizes densidade
reduzidas, as quais informam sobre correlações pertencentes a um número inferior de partí-
culas. Surpreendentemente, o único estado de N qubits que não pode ser determinado, entre
os estados puros, por suas matrizes densidade reduzidas são os estados GHZ generalizados
[91],
α|00 . . . 0〉+ β|11 . . . 1〉, (2.39)
e seus invariantes por operações unitárias locais, ou seja, estes são os únicos a usufruir de in-
formação ao nível das N partículas. Note que neste caso exigimos o conhecimento de todas
as matrizes densidade e a busca é feita dentro do conjunto dos estados puros. Caso tivésse-
mos conhecimento de um número menor delas ou adicionamos os estados mistos no conjunto
de busca, a família de estado indeterminados seria maior. Repare também que, em geral,
considera-se que a classe de estados puros invariantes por operações unitárias encerra toda
a informação sobre o estado e que se pode determinar qual a classe de qualquer estado por
meio de suas matrizes densidades reduzidas. Portanto, parece que, dentro dos estados puros,
apesar de existir um conjunto ínfimo de estados que não pode ser obtido a partir de informa-
ção sobre suas partes (suas matrizes densidades reduzidas) pode-se obter informação sobre o
emaranhamento destes.
Antes de terminar, gostaria de mencionar que ademais dos pormenores com a teoria do
emaranhamento que expusemos, existem outros. Um dos principais é a equivalência entre
emaranhamento, não- localidade e as diversas possíveis definições destes. Alguns destes de-
talhes estão descritos no Apêndice A.
Finalizando este capítulo sobre o emaranhamento, espero tê-los convencido de que o ema-
ranhamento é uma das propriedades mais bizarras da Mecânica Quântica e foi trazido à real
atenção da comunidade de Físicos com o surgimento da Informação Quântica. Esta, na ten-
tativa de lhe dar uma definição mais precisa e objetiva, acabou revelando as diversas facetas
do emaranhamento bem como da não-localidade, e que um cenário unificado pode ser uma
utopia. Deste modo, parece que terminamos pior do que começamos. Antes associávamos
o emaranhamento com não localidade e ponto, agora sabemos que tal relação não é direta
(Apêndice A). Note que tampouco fui exaustivo nos detalhes revendo toda a literatura. Inde-
pendente da visão adotada sobre isto, todos estes pormenores nos parecem muito interessan-
tes e instigantes. Entretanto, o principal objetivo desta tese é estudar o emaranhamento em
sistemas de estado sólido e não o emaranhamento em si (logicamente que a possibilidade de
tal estudo melhorar o entendimento de emaranhamento é desejável). É óbvio que todos es-
tes detalhes dificultam tal estudo: como podemos tentar entender o papel do emaranhamento
em transições de fase se nem mesmo compreendemos o emaranhamento. No entanto, acre-
ditamos que casos deste tipo, onde se avança com conceitos ainda não bem entendidos, são
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comuns na ciência e podem trazer algum progresso. Portanto nos próximos capítulos ao uti-
lizar o emaranhamento no estudo de sistemas de muitas partículas ignoraremos grande parte
destas sutileza e advertências, e de fato a maioria delas são irrelevantes, associando o emara-
nhamento com correlações não locais. De qualquermodo lembre-se de que no caso de sistemas
bipartite puros pode-se dizer que há uma compreensão considerável do emaranhamento e este
será uma de nossa principais ferramentas.
Capítulo 3
Transições de Fase
É conhecimento popular que uma dada substância, em equilíbrio, pode assumir três “formas”
ou estados distintos: gasoso, líquido e sólido. Denominamos estes estados como sendo as
fases termodinâmicas da substância, fases estas que apresentam propriedades bem distintas
que as tornam únicas e diferentes entre si. Em geral, o que determina o estado assumido por
uma substância são parâmetros externos, tais como pressão e temperatura e variando-se es-
tes pode-se ir de uma fase a outra. Quando essa transição ocorre abruptamente, tem-se uma
transição de fase, com as propriedades termodinâmicas do material desenvolvendo singulari-
dades em função do parâmetro externo que controla a transição. Isto ocorre necessariamente
quando as duas fases têm simetrias distintas, tal como a líquida (invariante por uma transla-
ção arbitrária) e a sólida (que possui uma ordem, a estrutura cristalina, porém não é invariante
por translações arbitrarias, mas somente por translações discretas dadas pelo grupo de sime-
tria do cristal). Já no caso da transição líquido-gás, é possível ir de uma fase à outra sem uma
transição de fase, visto que não há uma diferença entre as fases em termos de simetria (Fig.
3.1).
Figura 3.1: Diagrama qualitativo das fases da água no plano Pressão - Temperatura. TP é o
ponto triplo onde existe coexistência das três fases, enquanto CP é o ponto crítico. A fronteira
entra a fase sólida e líquida se estende a pressões arbitrarias, sempre havendo uma transição
de fase. No entanto, a fronteira líquida-gasosa termina em CP (um ponto crítico), além do
qual não há mais uma transição de fase. Em tracejado está indicado um possível caminho
entre uma fase e outra sem a ocorrência de uma transição de fase. A linha de coexistência
líquido-gás marca uma transição de primeira ordem, enquanto que exatamente no ponto CP
há uma transição de segunda ordem.
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Além do conhecimento popular existem outros exemplos de fases1: fases ferromagnéticas
(na qual o material apresenta uma magnetização não nula) e paramagnéticas, fases supercon-
dutoras (na qual a corrente elétrica é conduzida sem perdas), fases super-fluídas, entre outras.
Regressando ao caso mais simples da transição sólido-líquido, lembremos o que ocorre
quando se retira um pedaço de gelo do congelador: inicialmente as propriedades do gelo
mudam lentamente com o aumento da temperatura, até que a zero graus Celsius uma mu-
dança dramática ocorre. A agitação térmica das moléculas de água, que se torna maior com
o aumento da temperatura, é tão grande que destrói a estrutura cristalina do gelo, que então
“derrete” se tornando líquido: as flutuações térmicas destroem a ordem de longo alcance da
estrutura cristalina! Um ponto importante é que na transição, a zero graus Celsius, existe uma
coexistência das duas fases e toda energia fornecida é usada para transformar o gelo em água
sem aumento da temperatura e da pressão. Esta energia denominamos calor latente.
Outra transição ilustrativa é a que ocorre no ferro quando aumentamos a sua tempera-
tura. A baixas temperaturas este é ferromagnético, indicando uma ordem de longo alcance
dos momentos magnéticos dos elétrons. Ao elevarmos a temperatura, a magnetização di-
minui continuamente devido ao aumento da agitação térmicas dos constituintes (flutuações
térmicas). Em um dado momento, a temperatura de transição, a magnetização se anulará e
para temperaturas maiores que esta o ferro se torna paramagnético. Uma diferença em relação
a transição sólido-líquido é que não há coexistência de fases na transição, esta ocorrendo de
uma forma contínua. Transições deste tipo são conhecidas como transições de fase contínuas
ou de segunda ordem, enquanto que as do tipo sólido-líquido, onde existe um calor latente,
são denominadas de primeira ordem ou descontínuas. Tal classificação também pode ser feita
em termos das derivadas da energia livre que são contínuas nas transições de primeira ordem
e descontínuas nas de segunda ordem. Uma classificação mais geral, em termos das derivadas
da energia livre, foi proposta por Enrenfest: uma transição é de ordem N quando a N-ésima
derivada da energia livre apresenta uma descontinuidade. Note porém que as transições con-
tínuas apresentam uma divergência nas derivadas segundas e não uma descontinuidade, o
que torna a classificação de Ehrenfest um pouco inadequada.
Analisemos emmais detalhe a transição contínua entre as fases ferromagnética e paramag-
nética, na qual a magnetização M diminui de forma contínua com o aumento da temperatura.
A magnetização é uma nova quantidade termodinâmica necessária para caracterizar as duas
fases, visto que é nula em uma é finita na outra. Grandezas deste tipo são denominadas pa-
râmetros de ordem, e são de grande importância no estudo das transições de fase, sendo a
magnetização um exemplo. Examinando o comportamento de M perto da transição observa-
se que
M ∼ (Tc − T)β (3.1)
com Tc sendo a temperatura crítica (chamada temperatura de Curie, que para o caso do ferro
é ≈ 770 graus Celsius). Portanto a magnetização se anula de forma contínua com uma lei de
potência dada pelo expoente β, chamado expoente crítico. Até aqui nada de surpreendente.
Todavia, ao analisar diferentes materiais se descobre que para um grande número deles o ex-
poente β é mesmo. Há uma certa universalidade no expoente crítico. Mais do que isso, mesmo
para a transição líquido-gás de segunda ordem, ao se investigar como o parâmetro de ordem
(dado pela diferença entre as densidades de líquido e gás) se anula perto da transição obtemos
o mesmo valor para o expoente crítico (de ferro-magnetos com simetria Ising). Esta intrigante
universalidade, que também ocorre para outras outras grandezas termodinâmicas, faz com
que as transições de fase de segunda ordem sejam de grande interesse. Vale a pena mencionar
1Em geral, o plasma é considerado um quarto estado da matéria e o condensado de Boes-Einstein o quinto. O
vidro é um caso a parte, pois possui características de um líquido (invariância por translações arbitrarias) e de um
sólido (resistência ao cisalhamento).
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que a procura por uma explicação dessa universalidade deu origem a teorias de grande im-
portância na Física (o grupo de renormalização) que extrapolaram seus limites encontrando
aplicações em diversas áreas.
Antes de prosseguir, devemos mencionar que este capítulo é fortemente baseado no exce-
lente livro de Goldenfeld [92] e nas notas de aula do Professor Eduardo Miranda e, portanto,
nos absteremos de indicar referencias no texto. Na parte sobre quebra de simetria também
consultamos o livro de Parisi [93] e Huang [?]. A secção de transições de fase quânticas teve a
ajuda de Sachdev [94] e Thomas Vojta [95, 96].
3.1 A transição Magnética
Com a finalidade de introduzir alguns conceitos e entendermelhor as transições de fase contí-
nuas, continuaremos examinando a transição magnética em mais detalhes. Em alguns materi-
ais, em geral isolantes, o magnetismo tem como origem o alinhamento dos momentos magné-
ticos, em geral devido ao spin, de elétrons localizados próximos aos sítios da rede. Em outros
materiais, em geral metálicos, tal como Fe e Co, a origem pode estar em elétrons itinerantes;
um problema bem mais complexo e ainda pouco entendido. Na eventualidade de elétrons




Jij~Si · ~Sj, (3.2)
com 〈i, j〉 representando a soma entre primeiros vizinhos que têm sua interação controlada
pela constante de troca Jij. Quando Jij ≥ 0 tem-se ferromagnetismo, com os spins tendendo a
se alinhar, enquanto que Jij ≤ 0 da origem a anti-ferromagnetismo; os spins tendem a se anti-
alinhar2. Vale a pena mencionar que este modelo pode ser visto como um limite específico do
de Hubbard, de onde também se pode justificar o sinal assumido por J. Estes assuntos são
discutidos brevemente no Apêndice B.
Em alguns casos, a interação spin-órbita pode favorecer umas das direções (em geral uma
direção cristalográfica preferida) que chamamos de z e o modelo se simplifica no que se deno-





i · Szj . (3.3)
Deve-se mencionar que tal modelo é realístico e que existem compostos onde os spins tem
grande preferência em apontar em uma direção específica.
Conforme pode se constatar do Hamiltoniano de Ising uma competição entre uma ten-
dência ao alinhamento dos spins, a fim de minimizar a energia, e as flutuações térmicas que
destroem este ordenamento. Esta competição dará origem a uma transição de fase a uma dada
temperatura Tc, abaixo da qual emerge uma magnetização espontânea M = ∑i〈Szi 〉. Repare
que HI é invariante em relação à operação Szi → −Szi (que representa uma reversão temporal)
e portanto 〈Szi 〉 = −〈SZi 〉 o que implica que 〈Szi 〉 = 0; ou seja não deveríamos ter uma mag-
netização finita. O estado termodinâmico do sistema abaixo de Tc não apresenta a simetria do
Hamiltoniano, no que se denomina quebra espontânea de simetria3, conceito tão sútil quanto
importante que discutiremos em pormenores adiante. Comomencionado previamente a mag-
netização espontânea se anula perto do ponto crítico de maneira contínua com uma lei de
2Para o caso de uma rede cúbica os modelos de Ising ferromagnético e anti-ferromagnético possuem a mesma
termodinâmica. Isto se deve a uma simetria de sub-redes que só é válida para redes cúbicas.
3O espontâneo é usado para diferenciar do caso onde temos uma magnetização finita devido â presença de um
campo magnético externo, já que neste caso o Hamiltoniano não tem a simetria e portanto não há quebra desta(ou
é quebrada explicitamente).
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potência com um expoente crítico, M ∼ (Tc − T)β. Porém outras quantidades físicas também
obedecem a leis de potência com expoentes críticos universais. O calor específico próximo ao
ponto crítico diverge da seguinte forma4:
C (T) ∼ t−α (3.4)
com t ≡ |T − Tc|/Tc. A magnetização em relação a um campo magnético pequeno no ponto
cŕitico outro exemplo
M (h, T = Tc) ∼ h1/δ. (3.5)
A susceptibilidade crítica para campos pequenos fica
χ (T) ∼ t−γ. (3.6)
Ademais das grandezas termodinâmicas a função de correlação entre spins em diferentes
sítios também define um expoente crítico. Definimos a função de correlação conectada como
G (r = i− j) = 〈Szi Szj 〉 − 〈Szi 〉〈Szj 〉, (3.7)
a qual mede a correlação entre spins distantes de r e deve decrescer com a distância5. Na
fase magnética (ou ordenada) esperamos que os spins estejam alinhados de forma ordenada
e que isso se traduza em um decaimento suave da função de correlação ou até mesmo numa
constância desta, enquanto que na fase paramagnética aguardamos um decaimento rápido.
De fato, se observa que para T 6= Tc e grandes distâncias




, r ≫ ξ, (3.8)
com d a dimensão do sistema. Ou seja, para grandes distâncias a função de correlação decai
de forma exponencial e podemos definir um comprimento característico desse decaimento,
o comprimento de correlação ξ. Na fase ordenada 〈Szi 〉 6= 0 e a função de correlação (não
conectada) se aproxima exponencialmente de M2, já na fase desordenada ela se aproxima ra-
pidamente de zero. Um comportamento distinto surge exatamente no ponto crítico onde a
função de correlação obedece a uma lei de potência,
G (r) ∼ 1
rd−2+η
, (3.9)
que contém o expoente crítico η. Tal forma também é valida suficientemente próximo ao ponto
crítico quando r ≪ ξ. No ponto crítico não podemos definir um comprimento característico
da correlação entre os spins, já que existe uma correlação de longo alcance. Um último ex-
poente crítico é dado justamente pelo desaparecimento do comprimento característico ao nos
aproximamos do ponto crítico:
ξ ∼ t−ν. (3.10)
Portanto, exatamente no ponto crítico o comprimento de correlação diverge se tornando
infinito e dando origem a uma ordemde longo alcance. Damesmamaneira que ξ nos fornece o
comprimento característico das correlações no sistema, ele nos informa a extensão espacial das
flutuações de 〈Szi 〉 em relação ao seu valor médio. Esta é umas das principais características
4Mais precisamente deve-se definir dois expoentes um para T → T+c e outro para T → T−c e estes não neces-
sariamente são iguais, mas a razão entre eles é universal. Mas na maioria dos casos conhecidos tais expoentes
assumem o mesmo valor.
5Reescrevendo a função de correlação como G (r) = 〈
(
Szi − 〈Szi 〉
)
(
Szj − 〈Szj 〉
)
〉 ficamais evidente que esta avalia
a correlação entre o grau de flutuações de dois spins.
33 3.2. Teoria de Landau
das transições de fase de segunda ordem, dado que isto não ocorre nas de primeira ordem.
Essa divergência de ξ é uma das origens da universalidade das transições contínuas. Note que
acabamos definindo 6 expoentes críticos e observa-se que não somente β mas todos eles são
universais; isto é são iguais para uma classe de diferentes materiais. Os valores dos expoentes
acabam por depender somente da dimensionalidade do sistema, o número de componentes
do parâmetro de ordem e do fato de a interação ser de longo ou curto alcance.
3.2 Teoria de Landau
Uma das primeiras teorias que tentaram explicar as transições de fase foram as de Van derWa-
als da transição líquido-gás e a de Weiss sobre a transição ferromagnética. Estas eram teorias
de campo médio, nas quais o valor de uma grandeza é substituído pelo seu valor médio e as
flutuações sobre este são ignoradas, mas já exibiam qualitativamente algumas das caracterís-
ticas das transições de fase. Em seguida Landau introduziu uma teoria, ou melhor suposição,
“a la campo médio”, geral sobre as transições de fase, apresentando também o conceito de pa-
râmetro de ordem: uma quantidade termodinâmica que é nula em uma fase e finita na outra.
Comentaremos muito brevemente a teoria fenomenológica de Landau, dada sua impor-
tância. Landau assume que a energia livre6 é uma função analítica do parâmetro de ordem m
e portanto pode ser expandida como um série de potências em relação a este, perto do ponto
crítico:
fL = f0 + rm





com os coeficientes r,w e u dependentesdos parâmetros externos temperatura, pressão, campo
magnético, etc. O valor de equilíbrio de m para uma dado valor de r,w e u é encontrado
minimizando fL em relação a m.
Vemos claramente que caso r seja suficientemente grande o mínimo de fL será em m = 0,
e tem-se uma fase desordenada. Pode-se entender r como a distância ao ponto crítico, r ∼
T − Tc. Já um valor suficientemente pequeno e negativo de r conduz o sistema a uma fase
ordenada com um valor não nulo para m. Em geral o parâmetro w é nulo devido a simetrias
do problema e temos uma transição de fase contínua, sendo que um valor finito de w leva a
uma transição de primeira ordem com uma descontinuidade em m. Dentro do panorama de
Landau o comportamento perto do ponto crítico é super universal já que todas as transições
de fase de segunda ordem são descritas pelos mesmo expoentes críticos dados por frações ra-
cionais. Todavia, além da universalidade observada nos experimentos ser “mais fraca” do que
a prevista pela teoria de Landau os expoentes críticos que ela fornece, em geral, são diferentes
dos obtidos em experimentos. O motivo desta falha ao descrever as transições de fase só foi
entendido na década de 1970 com o advento do grupo de renormalização. A teoria de Lan-
dau não inclui as flutuações do parâmetro de ordem. De fato, uma análise dessas flutuações
dentro da própria teoria mostra que esta é correta para dimensões maiores que uma dimensão
crítica superior, d > d+c , e que a ordem de longo alcance é destruída para dimensões menores
que uma dimensão crítica inferior, d < d−c . Em dimensões d
−
c < d < d
+
c uma transição de
fase existe, porém o comportamento crítico é diferente do previsto pela teoria de Landau. Tal
dependência na dimensionalidade pode ser entendida se recordarmos que os efeitos das flu-
tuações diminuem com o aumento da dimensionalidade e portando a conjectura de Landau é
correta para grandes dimensões.
6Precisamente, Landau postula que se pode escrever uma função que depende dos detalhes microscópicos e
do parâmetro de ordem e cujo mínimo especifica o estado de equilíbrio de sistema. Esta função, denominada
energia livre de Landau, não é, a rigor, equivalente à energia livre de Gibbs, apesar de podermos obter funções
termodinâmicas diferenciado-a. Pode se encarar esse função como uma descrição dos graus de liberdade de longos
comprimentos de onda, após uma “integração” da física de curto alcance.
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Após a construção da teoria de Landau o próximo passo significativo no entendimento dos
fenômenos críticos foi a noção de leis de escala, primeiramente proposta de maneira fenome-
nológica por B. Widom e que será apresentada a seguir, visto que encontra importância nesta
tese.
3.3 Teoria de Escala
Um das peculiaridades das transições de fase contínuas são as leis de potências que aparecem
no ponto crítico. Quando duas quantidades dependem uma da outra com uma lei de potência
dizemos que tal fenômeno exibe propriedades de escala ou “scaling”. Frequentemente, leis
de escala podem ser deduzidas a partir de análise dimensional. Tomemos como exemplo
(retirado do livro de Goldenfeld [92]), a velocidade de ondas em águas não profundas, onde,
ignorando efeitos de superfície e a viscosidade, tem-se que v =
√
gh com g a aceleração da
gravidade e h a profundidade. A lei de escala nesse caso é v ∼ h1/2. Note que a formula v =
√
gh só é válida quando a profundidade é muito menor que o comprimento de onda, h ≪ λ.
Por outro lado, sabemos que a velocidade v só deve depender de g, h, λ e da densidade da
água. Portanto, através de análise dimensional simples pode-se lançar a hipótese que






com f uma função que não podemos determinar por esta análise. Disto temos que no limite
de h≪ λ
v ∼ (gh)1/2 f (0) ∼ h1/2. (3.13)
Ou seja, obtém-se a lei de escala sem conhecimento de detalhes sobre a dinâmica dos fluídos.
Repare, no entanto que para isso fizemos uma forte hipótese: que o limite da função f ao se
aproximar de zero existe, e é bem comportado.
Apresentamos tal exemplo por acreditar que será útil no entendimento de alguns porme-
nores que surgirão no futuro. Retornando às transições de fase, observamos que existe um
número razoável de expoentes críticos e que estes possuem o mesmo valor para uma vari-
edade de diferentes materiais ou mesmo transições, definindo uma classe de universalidade.
Todavia, em torno de 1963 notou-se que os expoentes obtidos por métodos numéricos estavam
relacionados através do que se chamou de leis de escala. Por exemplo se encontrou que
α + 2β + γ = 2, (3.14)
βγ = β + γ, (3.15)
2− α = νd. (3.16)
Algumas destas leis podem ser demonstradas como desigualdades utilizando argumentos
termodinâmicos. No entanto é com a hipótese de escala, descoberta por Ben Widom, que to-
das as leis de escala podem ser derivadas em forma de igualdades. A hipótese de escala é uma
conjectura sobre o comportamento das quantidades termodinâmicas na vizinhança do ponto
crítico, tentando capturar os resultados experimentais conhecidos na época e portanto pode
ser escrita de várias formas, dependendo da função termodinâmica escolhida. Peguemos a
densidade de energia livre que esperamos ser uma função da temperatura e do campo magné-
tico, f (t, h), em sistemas magnéticos. A hipótese de escala supõe que esta depende do campo
magnético h e da temperatura t de uma forma simples dada por
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na qual, o expoente ∆ é denominado expoente do gap, e tal como α deve ser universal. Além
disso, a função Φ, nomeada função de escala, também deve ser universal. Note que escreve-
mos o expoente de t como 2− α por sabermos que tal escolha será conveniente adiante. A
obtenção das leis de escala se inicia com o uso das relações termodinâmicas. Por exemplo,
sabemos que a magnetização M é dada por − ∂ f∂h . Logo








Recordando que no limite h → 0 devemos obter M ∼ tβ temos
M ∼ t2−α−∆Φ′ (0) ∼ tβ, (3.19)
ou seja,
β = 2− α− ∆ (3.20)








= t2−α−2∆Φ′′ (0) ∼ t−γ. (3.21)
Na última relação fizemos uso do fato de que sabemos o comportamento da susceptibilidade
perto da transição para campos externos nulos, Eq. 3.6. Disto podemos deduzir que
γ = 2∆ + α− 2. (3.22)
Eliminando o expoente ∆ com o uso da relação obtida anteriormente tem-se
α + 2β + γ = 2 (3.23)
que é a primeira lei de escala mencionada (relação de Rushbrooke), que acabamos deduzindo
a partir da hipótese de escala.
Até o momento não fizemos nenhuma consideração sobre o comportamento da função de
escala Φ (x), senão de que suas derivadas primeira e segunda devem ser bem comportadas no
limite x → 0. Contudo ao tentar obter a segunda lei de escala teremos que ir além. Considere
o limite da magnetização quando t → 0, com h pequeno, mas não nulo. Nessa situação o
argumento de Φ′ tende ao infinito, mas esperamos que nesse limite M (h, 0) seja perfeitamente
bem comportada e finita, visto que sabemos que M (h, 0) ∼ h1/δ. Esse aparente conflito pode
ser sanado se assumirmos que no limite de x→ ∞
Φ′ (x) ∼ xλ. (3.24)
O que leva a






Portanto teremos M (h, 0) indo a zero ou infinito dependendo do sinal de β − ∆λ, o que em
ambos os casos não é aceitável fisicamente. De fato o que se deve fazer é escolher λ de tal
forma a cancelar a dependência em t, o que ocorre quando
β = ∆λ (3.26)
e conduz a
M (h, 0) ∼ hλ. (3.27)
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Logo
λ = 1/δ. (3.28)





Por outro lado da Eq. 3.20 tem-se que ∆ = 2− α− β que junto com a relação de Rushbrooke
dá ∆ = β + γ. Assim alcançamos a segunda lei de escala
βδ = β + γ. (3.30)
Por trás dessas leis de escala, está a idéia de que a divergência do comprimento de corre-
lação ξ conforme nos aproximamos do ponto crítico é o único responsável por todos os com-
portamentos singulares. Ou seja, ξ é a única escala de comprimento importante, e portanto a
entrar na análise dimensional. Isto fica claro na obtenção da última lei de escala anunciada.




fica claro que esta deve ter dimensão de L−d, visto que a função de partição Z é adimensional.
Como a única escala de comprimento importante é ξ, a hipótese de escala se escreve
f ∼ ξ−d. (3.32)
Por outro lado sabemos que ξ ∼ t−ν e f ∼ t2−α logo
f ∼ tνd ∼ t2−α, (3.33)
o que leva a
2− α = νd. (3.34)
Tal lei de escala é denominada lei de hiper-escala, devido ao fato de depender da dimensão
d do sistema. Ela tem um status diferente por depender da dimensão e só ser obedecida por
sistemas que se encontram abaixo de sua dimensão crítica superior.
Também pode-se entender a hipótese de escala utilizando as funções homogêneas. Uma
função f (t, h) é dita homogênea quando
f (bpt, bqh) = br f (t, h) , (3.35)
ou seja, quanto reescalamos os parâmetros por um fator b a função também é reescalada por
esse fator. Para bpt = 1 tem-se







que se reduz à hipótese de escala para a densidade de energia livre. No caso de haver outras
variáveis, além da t e h, uma generalização direta leva a











com vários expoentes ∆i. Estes expoentes controlam a importância das variáveis hi na vizi-
nhança do ponto crítico. Se ∆i < 0, então a dependência de hi se anula em t = 0 e se diz
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que tal variável é irrelevante7, enquanto que no caso de ∆i > 0 a variável é relevante; caso do
próprio t. Tais variáveis irrelevantes se referem a parâmetros microscópicos do Hamiltoniano
que não influenciam o comportamento crítico, daí a origem de diferentes Hamiltonianos (ou
modelos) terem o mesmo comportamento crítico, ou seja, da universalidade.
Outro fato importante da hipótese de escala, além de permitir obter relações entre os vários
expoentes, é a universalidade da função de escala. Isso permite fazer um colapso de “dados”,
o que é um dos principais significados da teoria de escala. Suponhamos que fazemos um
gráfico da magnetização em função da temperatura para diversos valores do campo, obtendo
uma curva para cada h. Por outro lado, poderíamos graficar M/tβ versus h/t∆, e a curva que
teríamos seria a da função de escala Φ′ (x) (Eq. 3.18). Com uma devida escolha dos expoentes
β e ∆ e da temperatura crítica Tc observaríamos todas as curvas obtidas anteriormente colap-
sarem em uma só. Uma maneira de entender esse colapso é notar que a variável relevante não
é h, como tampouco t, mas sim h/t∆, ou seja, dois sistemas com valores diferentes de h e t mas
com o mesmo valor de h/t∆ estão à mesma distância do ponto crítico. Obviamente que este
é um modo de se obter valores para os expoentes e para a temperatura crítica. E mais, como
a função de escala e os expoentes são universais poderíamos até mesmo colapsar curvas de
diferentes materiais.
Uma das conquistas do grupo de renormalização é justificar, a partir de primeiros princí-
pios, que a energia livre é uma função homogênea. Ou seja, sob uma transformação de escala,
t → bpt, por exemplo, ela só é multiplicada por uma constante (daí o nome hipótese de es-
cala). Além disto, o grupo de renormalização permite um cálculo explícito dos expoentes,
assim como quais são relevantes. Uma idéia intuitiva do grupo de renormalização, e de fato
proposta por Kadanoff antes da formulação deste, é assumir que perto da transição o sistema
“aparenta” ser o mesmo em qualquer escala de comprimento, visto que o comprimento de
correlação está divergindo. Portanto podemos considerar um bloco de spins como um só,
ignorando os spins individuais, no que seria uma transformação de escala, e reescrever o Ha-
miltoniano em termos dos blocos de spins, tomando o cuidado de ajustar os parâmetros de
maneira que o comprimento de correlação mantenha seu valor. No entanto tal noção não é to-
talmente correta, já que novos termos surgem no Hamiltoniano nesse processo, e estes devem
ser analisados.
Deve-se mencionar que o comportamento de escala que mencionamos, em geral, é o pre-
dominante nas vizinhanças do ponto crítico, mas que existem correções sub-dominantes, cor-
reções de escala, que podem ser significantes para valores pequenos, mas não nulos de t
( f (t, h) = t2−α (1+ Ata)). Ademais, tal comportamento de escala ocorre na parte singular
da densidade de energia, fs, mas não se deve esquecer que há uma parte bem comportada,
a qual pode mascarar o comportamento crítico em certas regiões. Estes dois fatores podem
ser importantes na determinação dos expoentes críticos, tanto numericamente quando expe-
rimentalmente. Por fim, rigorosamente, deve-se definir expoentes críticos e funções de escala
acima e abaixo da transição. Entretanto, pode-se provar que tais expoentes são iguais.
Antes de finalizar, vale a pena mencionar a questão das dimensões anômalas. O ponto é
que não podemos considerar ξ como a única escala de comprimento de maneira tão simples.
O que temos que lembrar é que existem outras escalas de comprimento no sistema, como por
exemplo a distância a entre átomos na rede cristalina e a princípio a densidade de energia pode
depender deste, de forma que devemos ter f (ξ, h, a). Note que a dependência em relação a t
está inserida em ξ. Deste modo utilizando a homogeneidade de f e análise dimensional, ao
7No caso do limite da função não ser bem comportado, não podemos ignorar a influência de tal variável; tem-se
uma variável perigosamente irrelevante que pode influenciar o comportamento crítico.
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invés da Eq. 3.31 deveríamos ter 8










Em geral, nos arredores da transição a/ξ ≪ 1 e recuperamos a Eq. 3.31. No entanto pode
ocorrer de f (1, x, y) ∼ yθ no limite de y → 0. Nesse caso, ao nos acercarmos do ponto crítico
teríamos
f (ξ, h, a) ∼ ξ−d+θaθ . (3.39)
O expoente θ é denominado dimensão anômala devido ao fato de que se ignoramos a depen-
dência em relação a a parece haver uma violação da análise dimensional, já que f teria dimen-
sões de comprimento a θ− d e não a−d como esperado. Portanto vemos que, em alguns casos,
apesar de haver uma grande separação entre as duas escalas de comprimento, ξ ≫ a, não po-
demos simplesmente ignorar a presença da menor delas, isto devido ao comportamento da
própria função. Se esse fosse o caso, todos os expoentes críticos obtidos seriam iguais aos de
campo médio, onde realmente ξ se torna a única variável importante. Além disso, a teoria de
Landau só é bem definida se levarmos em conta a presença dessa escala microscópica, já que
sem ela obtemos grandezas que divergem.
3.4 Teoria de Escala para Sistemas Finitos
Um dos motivos da existência da secção anterior, além da beleza da teoria, é tentar tornar
mais fácil o entendimento do que apresentaremos agora, que por sua vez será fundamental
na segunda parte da tese. A idéia aqui é que, formalmente, uma transição de fase só ocorre
no limite termodinâmico, ao mesmo tempo que grande parte dos estudos que fazemos tanto
experimentalmente com em simulações numéricas, ocorrem em sistemas finitos. Portanto,
como podemos investigar as transições de fase em sistemas finitos? Esta é uma pergunta
respondida pela teoria de escala de tamanhos finitos (finite size scaling), a qual mostra que
a forma como um sistema se aproxima da transição quando variamos seu tamanho fornece
informações sobre a transição.
Umamaneira de entender a impossibilidade de transições em sistemas finitos é reparar que
nestes o comprimento de correlação está limitado pelo tamanho do sistema e, portanto, não
pode divergir. Tal limitação faz com que as divergências se tornem máximos localizados em
um pseudo-ponto crítico9 Tc,L. Outra observação é que com o aumento do tamanho a altura do
máximo cresce e o pseudo-ponto crítico se aproxima de Tc. A maneira como Tc,L se aproxima
de Tc define um expoente de deslocamento λ:
Tc − Tc,L
Tc
∼ L−λ ; L→ ∞. (3.40)
Igualmente, define-se uma segunda temperatura característica, T∗L , como sendo aquela onde a
curva do sistema finito se distancia significamente da temperatura crítica do limite termodinâ-
mico. Esta, também se aproxima de Tc, mas da seguinte maneira
Tc − T∗L
Tc
∼ L−θ ; L→ ∞. (3.41)
8O expoente ∆ deve assumir um valor de forma a garantir que h/ξ∆ seja adimensional.
9Uma análise mais cuidadosa deve levar em conta as condições de contorno do sistema. Além disso existe
a possibilidade, ignorada aqui, de o sistema ser finito em algumas direções, mas infinito em outras e portanto
exibir uma transição de fase (se o número de dimensões infinitas for maior que a dimensão crítica inferior). Neste
caso estuda-se a passagem entre tal transição e a que ocorre quando uma ou mais das dimensões finitas são feitas
grandes o suficiente, visto que esta última transição usualmente é distinta da primeira (tem-se um “crossover”).
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A pergunta então é se podemos predizer os valores destes expoentes somente com argu-
mentos físicos. No caso de θ a resposta é sim, utilizando um argumento heurístico simples
introduzido por Fisher e Ferdinand [97] e que forma a base da teoria de escala para tamanhos
finitos. Já para λ, a situação é um pouco mais complexa, visto que podem existir outros fa-
tores relevantes. A hipótese de Fisher é introduzida argumentando que se pode considerar
a temperatura T∗L como aquela na qual as predições para sistemas finitos começam a falhar.
Logo alega-se que tal situação ocorre quando o comprimento de correlação do sistema, ξ (T),
se torna da ordem da dimensão linear deste:
ξ (T∗ (L)) ∼ L. (3.42)
Recordando que ξ (T) ∼ (T− Tc)−ν obtém-se











No caso de λ pode-se sustentar que λ = θ = 1/ν, quando o único critério controlando os
efeitos de tamanho finito seja ξ ∼ L. Todavia, a situação é mais complexa e λ = 1/ν não é
uma conclusão necessária da teoria de escala de tamanho finito, apesar de parecer geralmente
válida (ver [98, 99]; de fato grande parte desta seção é baseada nessas duas exposições da teoria
de escala de tamanho finito).
Acabamos de argumentar que, analisando o comportamento de sistemas finitos, podemos
obter informação sobre um dos expoentes críticos da transição de fase, já que θ = 1/ν. Como
veremos agora, a teoria de escala de tamanho finito permite ir além. Para isso se faz uma
segunda hipótese de que nas vizinhanças de Tc o comportamento do sistema é determinado
exclusivamente pela variável reescalada
y = L/ξ (T) . (3.46)
Deste modo, a temperatura T∗L é determinada por y ∼ 1. Para y ≫ 1 esperamos um compor-
tamento parecido com o do limite termodinâmico e para y ≪ 1 uma influência do tamanho
finito nas grandezas termodinâmicas. Para observar as consequências dessa hipótese, ima-
gine que PL (T) represente alguma grandeza termodinâmica que, no limite termodinâmico, se
comporta como
P∞ (T) ∼ t−ρ. (3.47)
A hipótese de escala pode ser introduzida, afirmando que para tamanhos finitos e nos arredo-
res do ponto crítico
PL (T) ∼ LωQ̃ (y) (3.48)
que pode ser reescrito, notando que y = Ltν, como10





10Uma formulação mais geral pode ser obtida com a substituição de t por ṫ = (T − Tc,L) com Tc,L a temperatura
de transição do sistema finito, caso este possua uma transição, ou uma temperatura pseudo-critica, caso contrário.
A diferença nessa segunda formulação é que temos um deslocamento de Tc para Tc,L, mas pode se mostrar que
ambas são equivalentes se o comprimento de correlação ξ diverge algebricamente com um expoente ν ≥ 1/λ; o
que não ocorre numa transição Kosterlitz-Thouless por exemplo.
Capítulo 3. Transições de Fase 40
com uma nova função de escala Q (x)11. Pode-se obter o expoente ω notando que no limite
L→ ∞ deve-se reproduzir o comportamento do limite termodinâmico
lim
L→∞
PL (T) ∼ t−ρ. (3.50)
O que requer que
lim
x→∞





de forma a cancelar a dependência em L. Portanto ω = ρ/ν e qualquer quantidade termodi-
nâmica que apresente uma singularidade algébrica com expoente ρ no limite termodinâmico
terá o seguinte comportamento para sistemas finitos12:





Consequentemente é evidente que, estudando uma grandeza termodinâmica em sistemas fi-
nitos, pode-se obter informação sobre o expoente crítico de tal quantidade.
Existe a possibilidade de uma singularidade logarítmica, como por exemplo o calor espe-
cífico do modelo de Ising bidimensional,
P∞ (T) ∼ ln t t→ 0+. (3.54)
Nestes casos a hipótese de escala tem que ser modificada para










com T0 e t0 uma temperatura fixa escolhida. Para recuperar o comportamento do limite ter-
modinâmico, a função de escala deve ter a seguinte expressão assintótica para T fixo e L→ ∞:
Q (x) ∼ ln x x→ ∞. (3.56)





ln L +O (1) , (3.57)
na qual, omitimos o termo PL (T0), já que este tem uma fraca dependência em L por estar longe
da região crítica. Efeitos de tamanho finito não são importantes. Assim, em princípio, pode-
se determinar o expoente ν a partir de dados de sistemas pequenos variando-se o tamanho
destes.
No caso da teoria de escala de tamanho finito, também pode-se obter o colapso de diferen-
tes curvas e consequentemente a forma da função de escala. Para entender isso melhor, note
que em um sistema infinito a variável x = tξ1/ν se mantém em torno de 1 em toda a região
critica onde ξ ∼ t−ν. Fora desta ξ assume um valor finito e x diminui monotonicamente com
t. No caso de sistemas finitos perde-se a validade da relação ξ ∼ t−ν já que ξ é limitado por L
e a variável x fica limitada a tL1/ν. Portanto, ao nos aproximarmos do ponto crítico x = tL1/ν
se aproximará de zero. É esta grandeza que quantifica a distância da criticalidade. Sistemas
com diferentes tamanhos e distintos valores para t, mas com o mesmo x estão, na verdade,
11Recorde que estamos ignorando a influência das condições de contorno que em geral influenciam a forma da
função de escala.
12A formulação mais geral ocorre quando substituímos Tc por uma temperatura pseudo-crítica. No entanto
ambas são equivalentes quando λ = 1/ν.
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à mesma distância do ponto crítico que o sistema correspondente no limite termodinâmico.
Pode-se assim, anular o efeito de L e obter informação sobre propriedades que não dependem
deste. No entanto, deve-se ter o cuidado de renormalizar as propriedades dos diferentes siste-
mas. De modo mais prático, um gráfico da grandeza termodinâmica PL (T) normalizada por
Lρ/ν (PL (T) /Lρ/ν) em função de tL1/ν para sistemas de diferentes tamanhos L e com valores
distintos de t irá revelar a forma da função Q (x). As diversas curvas irão colapsar em uma
única dada por Q (x).
Resumindo, mostramos que o estudo do comportamento de sistemas finitos, conforme
variamos seu tamanho, é ditado pelos expoentes críticos do limite termodinâmico de forma
que se pode obter informações sobre estes a partir dessa investigação. A hipótese de escala de
tamanho finito é análoga à que havíamos apresentado antes, e também pode ser justificada de
maneira mais rigorosa pelo grupo de renormalização. De fato o que estamos assumindo é que
o tamanho do sistema é uma variável relevante do grupo de renormalização!
3.5 Quebra Espontânea da Simetria
Ao discutir o modelo de Ising, mencionamos que a princípio a transição de fase não deveria
ocorrer e prometemos mais detalhes. Ainda com o modelo de Ising descreveremos as suti-
lezas envolvidas nas transições de fase em relação a quebra espontânea de simetria. Em um
Apêndice (C), apresentamos superficialmente outros detalhes importantes em relação a possi-
bilidade das transições, suas relações com a dimensionalidade e simetria do problema.
Conforme exposto anteriormente o Hamiltoniano de Ising (HI , Eq. 3.3) é invariante sobre
reversão temporal (Szi → −Szi ) o que implica numa magnetização nula. Considere agora o
modelo de Ising com um campo externo h na mesma direção da interação, de tal modo de













. Como a função de partição soma sobre todas as possíveis configurações,
obtém-se
Z (−h, J, T) = ∑
{Szi}
exp [−βHI (−h, J, {Szi })]
= ∑
{Szi}
exp [−βHI (−h, J, {−Szi })]
= ∑
{Szi}
exp [−βHI (h, J, {Szi })] (3.58)
e portanto f (h, J, T) = f (−h, J, T). Disto decorre que
M (h) = −∂ f (h)
∂h





M (h) = −M (−h) , (3.59)
ou seja, a magnetização deve ser nula quando o campo magnético externo é nulo; M (0) =
−M (0) = 0. Contudo para chegar a esta conclusão estamos assumindo que f (h) é suave
em h = 0 e que as derivadas pela direita e pela esquerda são iguais. Apesar da convexidade
de f implicar que esta é contínua e que suas derivas existem quase em qualquer lugar, não
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podemos garantir que sua derivada primeira seja suave e contínua em h = 0. Poderíamos ter
por exemplo,
f (h) = f (0)−M |h|+O (hσ) , (3.60)













; h < 0
(3.61)





+M ; h > 0
−M ; h < 0 . (3.62)
Note que, caso o segundo termo da energia livre, proporcional ao módulo de h fosse nulo
e σ > 1, então f seria suave. Assim fica claro que a origem da magnetização não nula é
a descontinuidade da primeira derivada que f desenvolve no limite termodinâmico (esta é
uma transição de primeira ordem). Portanto para obter a transição devemos tomar o limite
termodinâmico (para obter a não analiticidade de f ) e depois fazer o campo externo nulo,
















Esta é a origem da quebra espontânea da simetria do Hamiltoniano e da possibilidade de ter
uma magnetização diferente de zero. Vemos assim que temos que modificar a “receita” da
Física Estatística para saber se há ou não uma quebra espontânea da simetria.
Dada a importância e sutileza da quebra de simetria em geral13,14, e nesta tese, vale apena
discutí-la um pouco mais. Quando o Hamiltoniano apresenta uma simetria existem configu-
rações com a mesma energia e portanto a mesma probabilidade de ocorrência e que estão re-
lacionadas pela simetria. No caso do modelo de Ising por exemplo temos duas configurações:
todos os spins apontados para cima e todos para baixo, as quais possuem a mesma energia
e estão relacionadas por um “salto” de todos os spins. O fato das duas configurações serem
equiprováveis (PM = P−M) é o que faz com que o valor médio da magnetização seja nulo. No
entanto, analisemos o que ocorre com essas probabilidades para um sistema finito de N spins







13A quebra espontânea de simetria também tem importância destacada na Física de Altas Energias. Sabemos,
por exemplo, que a força eletromagnética pode ser unificada com a força fraca ou seja pertencem ao mesmo arca-
bouço teórico. Contudo hoje em dia estas duas se encontram separadas! Isto se deve ao fato de que em um certo
instante da evolução do universo, com a diminuição da temperatura, houve uma quebra espontânea de simetria. O
estado do universo (sistema) em que nos encontramos atualmente não realiza tal simetria. Há até mesmo aqueles
que defendem que toda a diversidade de fenômenos que encontramos na natureza só é possível pelo fato de os
“estados” não obedecerem a simetria das equações que governam seu comportamento.
14No final dos anos ’90 uma conexão entre a ocorrência de transições de fase em sistemas clássicos e algumas
quantidades topológicas do espaço de configuração do sistema foi estabelecida. Tal relação se baseia no fato de
que a dinâmica de um Hamiltoniano pode ser vista como um fluxo por uma geodésica do espaço de configuração
(espaço de coordenadas) e tem como um dos objetivos encontrar condições necessárias e suficientes para a ocor-
rência de transições (veja [100] para uma revisão). Em [101] se estabelecem condições suficientes para a presença
de uma quebra espontânea de simetria.
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Vemos claramente que a probabilidade de um dos estados, no caso o com magnetização
positiva (já que h > 0) se torna muito mais maior que a do equivalente, e que essa diferença
diverge no limite termodinâmico. Logo, a presença de um campo infinitesimal, por menor que
seja, junto com o limite termodinâmico faz com que um das duas configurações seja macros-
copicamente favorecida energeticamente. Ou seja, o sistema com certeza irá congelar em tal
configuração. Ele acaba não explorando todo o espaço de fase, numa clara quebra de ergodi-
cidade.
No caso do campo ser nulo as duas configurações ainda têm a mesma energia. Assim,
como justificamos a permanência do magneto em uma das duas configurações? Ocorre que,
pode-se demonstrar que a probabilidade de transição entre as duas configurações tende a zero
de forma exponencial com o tamanho do sistema. Uma maneira de entender isso é notar que,
para termos uma transição, sem custo energético, todos os spins devem “saltar” ao mesmo
tempo, e que a probabilidade disso ocorrer deve diminuir com o número de spins.
Dado estes dois fenômenos, pode-se compreender o que se dá num sistema real: em al-
gum momento uma pequena pertubação, devido a um campo externo, “colapsa” o sistema
a uma das configurações possíveis, na qual se mantém por um tempo infinito, mesmo que o
campo externo se anule depois: o tempo de relaxação diverge. Assim o magneto é altamente
instável a pertubações externas, que irão determinar o estado final deste15. É esta quebra de
ergodicidade, a razão da não aplicabilidade da receita usual da Física Estatística: no cálculo
de grandezas termodinâmicas deve-se supor um pequeno campo externo que é feito nulo após
o limite termodinâmico, para assim restringir o espaço de fases simulando o que ocorre na
natureza.
É interessante observar a transposição de tais argumentos para o caso de uma transição
a temperatura nula. Neste caso a quebra espontânea de simetria ocorre com o surgimento
de estados fundamentais degenerados sem a simetria do Hamiltoniano, mas relacionados por
esta16. Novamente, para o caso de Ising, teríamos dois estados fundamentais degenerados, re-
presentados por | ↑〉 ou | ↓〉, mas com magnetizações opostas (〈↑ |Sz| ↑〉 = − 〈↓ |Sz| ↓〉 = M).
No entanto, deve-se lembrar que qualquer superposição destes dois estados, α| ↑〉+ (1− α) | ↓
〉, também é um estado fundamental, e portanto um estado possível para o sistema. Tais su-
perposições podem assumir qualquer valor para a magnetização, dependendo da escolha do
coeficiente α: ela pode até mesmo ser nula. Por outro lado, na natureza só encontramos sis-
temas com magnetizações ±M. Como explicar a “impossibilidade” de tais auto-estados. De
fato estes seriam estados de superposição macroscópica, verdadeiros gatos de Schrödinger
que não encontramos casualmente na natureza. A explicação é a mesma do caso a T 6= 0:
qualquer campo magnético, por mais infinitesimal que seja, irá fazer que um dos dois esta-
dos tenha uma energia menor que o outro e portanto favorecê-lo. Esta diferença de energia
irá depender do tamanho do sistema e portanto será infinita no limite termodinâmico, só per-
mitindo a existência de um dos estados. Qual dos dois estados é obtido é determinado pela
direção desse campo infinitesimal que pode ser feito nulo depois, ele só precisa existir por um
pequeno período, tomando o cuidado que ele desapareça depois que o sistema se encontra
no limite termodinâmico. Em suma qualquer superposição do dois estados é altamente instá-
vel a pertubações infinitesimais. Novamente condições iniciais irão determinar qual dos dois
estados é obtido.
Uma maneira de encontrar os estados realizáveis fisicamente é a seguinte: ao adicionar
15Condições de contorno também podem favorecer uma das configurações: fixar o valor dos spins das bordas,
por exemplo.
16Alguém pode se perguntar o que aconteceu com a simetria do Hamiltoniano, para onde esta foi? É natural
assumir que essa deve se expressar na invariância do estado fundamental sob tal simetria. Entretanto, no caso
de uma quebra espontânea de simetria, esta acaba se apresentando não em cada estado fundamental, senão no
sub-espaço formado por estes auto-estados degenerados, conectando-os. Como o sistema só pode existir em um
destes estados a simetria aparenta estar quebrada.
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um pequena pertubação localizada em torno de um ponto x (B (x) = δh), supomos que o va-
lor esperado de um observável A (y) situado nos arredores de y não mude se |x− y| → ∞.
A teoria de resposta linear diz que este pode ser o caso se a função de correlação conectada
〈B (x) A (y)〉C for a zero para longas distâncias. Este comportamento para as funções de cor-
relação é o que denominamos propriedade de aglomeramento (clustering property). Sistemas
com evolução estável, devem ter a propriedade de aglomeramento. Como vimos o estado si-
métrico é altamente instável e logo, a quebra espontânea da simetria está relacionada com a falha do
estado simétrico em obedecer a propriedade de aglomeramento. De um modo um pouco mais formal
pode-se mostrar que17
〈S (x) S (y)〉C = 4α (1− α) M2 ; |x− y| → ∞. (3.66)
Assim, fica evidente que a propriedade de aglomeramento é realizada exclusivamente no caso
de α = 1 e α = 0 que correspondem aos dois estados | ↑〉 e | ↓〉, ou seja, eles são os únicos
estáveis a pertubações.
Deve-se ressaltar que num cálculo exato sem campo magnético externo, a solução exata do
modelo de Ising por exemplo, não é possível obter a magnetização (ou parâmetro de ordem
em um caso mais geral) diretamente, ou seja calculando-se seu valor médio, 〈S〉, já que este
será nulo (recorde que temos que alterar a “receita” usual da física estatística para obter a
transição18). Umamaneira de obter tal magnetização é constatar que se utilizarmos a definição
da função de correlação conectada 〈S (x) S (y)〉C ≡ 〈S (x) S (y)〉 − 〈S (x)〉 〈S (y)〉, o seu valor
obtido na Eq. 3.66 e o fato de que 〈S (x)〉 = M (2α− 1) obtemos que
〈S (x) S (y)〉 = M2 |x− y| → ∞. (3.67)
Logo para qualquer uma das superposições, o limite da função de correlação desconectada
fornece o valor da magnetização. Note que tal resultado é esperado para os estados | ↑〉 ou
| ↓〉, já que devido à propriedade de aglomeramento a correlação conectada se anula, e no
limite de largas distâncias devemos ter 〈S (x) S (y)〉 → 〈S (x)〉 〈S (y)〉. Uma segunda opção
para o cálculo da magnetização é incluir um pequeno campo externo, o que, em geral, é feito
em simulações numéricas.
Uma última particularidade, nem sempre comentada, ocorre quando o parâmetro de or-
dem não comuta com a Hamiltoniana. No caso do ferromagnetismo, a magnetização total
comuta com H e portanto podemos entender o fato de o sistema ficar congelado em um dos
valores possíveis da magnetização, visto que essa é uma constante do movimento e de fato
não deve variar, mesmo para sistemas finitos. Nesse sentido a quebra espontânea de sime-
tria é trivial. Já no caso do anti-ferromagnetismo o parâmetro de ordem 19 não comuta com
a Hamiltoniana e portanto não há razão para o sistema permanecer no estado em que ele foi
preparado, e de fato isso não ocorrerá em sistemas finitos. É somente no limite termodinâ-
mico que a dependência temporal irá se tornar muito lenta acabando por congelar o sistema.
Anderson foi um dos primeiros a enfatizar tal particularidade, insistindo que o termo quebra
espontânea de simetria só é justificável no caso onde o parâmetro de ordem não comuta com
H.
17Está expressão pode ser obtida diretamente da forma 〈(S (x)− 〈S (x)〉) (S (y)− 〈S (y)〉)〉 para a função de
correlação conectada.
18No caso quântico note que somente uma superposição específica leva a umamagnetização nula (a “equiprová-
vel”). Logo uma “falha” em obter a magnetização em um cálculo exato não é tão obvia. Frequentemente se obtém
os resultados quânticos a partir de um limite de temperatura baixas (T → 0) e portanto o estado fundamental
obtido acaba sendo uma mistura equiprovável de | ↑〉 e | ↓〉, o que claramente leva a 〈S〉 = 0.
19Dado pela magnetização alternada: dividimos a rede em duas sub-redes de modo que em cada sub-rede os
spins tendem a se alinhar na mesma direção e definimos a magnetização alternada como a diferença entre as
magnetizações das duas sub-redes.
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3.6 Transições de Fase Quânticas
Alguém pode se perguntar qual a importância da Mecânica Quântica na descrição de transi-
ções de fase. Apesar da Mecânica Quântica, em alguns casos, ser relevante na compreensão
da existência das fases em separado (tal como a fase supercondutora), ela não tem nenhum pa-
pel na descrição do comportamento cŕitico perto do ponto crítico de transições a temperatura finita 20
Isto porque, nos arredores do ponto crítico o comprimento de correlação tende ao infinito e
o comportamento termodinâmico é determinado por escalas de comprimento que são muito
maiores do que as escalas microscópicas onde a Mecânica Quântica é importante. Mais es-
pecificamente, temos que comparar a escala de energia das flutuações quânticas com a das
flutuações térmicas. Sempre que
h̄ωc ≪ kBT, (3.68)
com ωc a frequência típica em que os graus de liberdade relevantes oscilam, a Mecânica Quân-
tica não influenciará o comportamento crítico.
Esta “irrelevância” da Mecânica Quântica para descrever transições a temperatura finita
justifica a denominação dessas transições como transições clássicas. Porém, o que ocorre no
caso de uma transição de fase a temperatura nula (variando o campo externo, ou outro parâ-
metro B do Hamiltoniano, por exemplo)? Em tal eventualidade, não há flutuação térmica e a
quebra da ordem de longo alcance deve ocorrer devido a flutuações quânticas21. Nessas situa-
ções, denominadas transição de fase quântica, há duas principais possibilidades de diagrama
de fases: a singularidade (e fase ordenada) está presente somente a T = 0 (lado direito da
Fig. 3.2), ou há uma linha de transições de fase a T > 0 que termina em um ponto crítico
quântico Bc (lado esquerdo da Fig. 3.2). Neste segundo caso, como mencionamos, existe uma
região ao redor da linha de transições (delimitada pela zona acizentada e hachurada na Fig.
3.2), onde a descrição clássica desses graus de liberdade, e portanto da transição, é satisfatória.
Contudo tal zona de comportamento clássico encolhe conforme nos dirigimos à temperatura
nula. Consequentemente em T = 0 a Mecânica Quântica tem um papel importante, e por isso
denominamos tais transições quânticas.
Para entender melhor estes argumentos, deve-se mencionar que nas transições a tempe-
ratura nula, em adição às correlações de longo alcance no espaço, emergem correlações de
longo alcance das flutuações do parâmetro de ordem no tempo, relacionadas com funções de
correlação dependentes do tempo. A escala de tempo típica do decaimento de tais flutuações
chama-se tempo de correlação ou equilibração τ : é o tempo para o sistema entrar em equilí-
brio após ser perturbado. Tal tempo diverge conforme se aproxima da transição e o faz com
uma lei de potência do comprimento de correlação, a saber:
τ ∼ ξz, (3.69)
com z o expoente crítico dinâmico. O inverso de τ define a frequência crítica ωc introduzida
anteriormente, e que vai a zero ao nos acercarmos da transição. Disto, observa-se que a energia
das flutuações térmicas escala como
h̄ωc ∼ ξ−z ∼ tνz. (3.70)
20Segundo Goldenfeld (secção 2.14.2 de [92]) isto é estritamente verdade para o caso de transições de segunda
ordem, enquanto que para o caso de transições de primeira ordem pode acontecer da mecânica quântica ser im-
portante (já que o comprimento de correlação não diverge) apesar de não haver exemplos deste comportamento.
21É comum justificar tais flutuações quânticas no princípio de incerteza de Heisenberg. Apesar da conveniência
de tal justificativa, devemos ressaltar que a origem e física do principio de Heisenberg não é bem entendida e
explicada na literatura. O princípio de Heisenberg que aprendemos no curso de Mecânica Quântica básica por
exemplo não diz nada sobre a incerteza em medidas, mas sim sobre a imprecisão no valor médio destas. De fato
há três possíveis interpretações para tal princípio [102]
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Logo, numa transição a temperatura finita a Mecânica Quântica será desprezível para distân-
cias t do ponto crítico tais que
t≪ T1/νzc . (3.71)
Assim fica claro que para qualquer temperatura finita, por menor que seja, o comportamento
crítico assintoticamente perto da transição é totalmente clássico (zona acizentada e hachurada
na Fig. 3.2). Insisto, então, que mesmo no caso de transições a ultra baixas temperaturas
em sistemas considerados em essência quânticos, caso da transição supercondutora que, por
exemplo, pode ocorrer a temperaturas em torno de 4K, o comportamento crítico é, em ultima
instância, descrito pela teoria clássica das transições. Obviamente, as flutuações quânticas
microscópicas são importantes na descrição do estado, mas não no comportamento crítico.
Figura 3.2: (Retirada de [95]) Diagrama de fase numa situação onda a fase ordenada persiste a
temperatura finita (esquerda) e no caso onde a transição só ocorre a T = 0(direita). Na figura
do lado esquerdo a linha sólida demarca a fronteira entre as fases ordenada e desordenada,
enquanto que a linha tracejada indica a região onde as flutuações térmicas e quânticas são
equiparáveis, definindo a fase desordenada em três regiões. A região acizentada e hachurada
em torno da lina sólida marca a zona crítica onde o comportamento crítico (leis de potência)
pode ser descrito classicamente. Note que a tanto a fronteira de comportamento crítico como
a que separa a região clássica da quântica não são bem demarcadas, ou seja, temos uma pas-
sagem suave (“crossover”) entre os dois comportamento distintos.
Nas transições a T = 0, onde a distância ao ponto crítico é definida como t = |B− BB| /Bc,
vemos que a condição t < T−νzc não pode ser cumprida e a Mecânica Quântica deve ser consi-
derada. Contudo mesmo nessa região existe uma “possível” descrição clássica. Para constatar
isto recordemos que na mecânica estatística clássica o comportamento estático e dinâmico não
estão acoplados, já que a parte cinética e potencial do Hamiltoniano comutam. Portanto a fun-









são independentes. A parte cinética da energia livre, na maioria dos casos, não apresenta ne-
nhum comportamento singular o que permite estudar o comportamento crítico usando teorias
que não dependem do tempo, tal como a teoria de Landau. Já no caso da Mecânica Estatística
Quântica, a parte cinética e potencial do Hamiltoniano frequentemente não comutam e por-
tanto deve-se analisar a dinâmica do sistema. Contudo o operador densidade de equilíbrio do
ensemble canônico ρ = e−βĤ pode ser visto como um operador densidade evoluído em tempo
imaginário, se fazemos a seguinte identificação22 β = it/h̄. Logo pode-se encarar o tempo
imaginário como uma coordenada espacial adicional que se torna infinita a temperatura nula.
22Esta correspondência é elegante no formalismode integrais de caminho, mas pode se entender tal mapeamento
em termos do método da matriz transferência como feito originalmente.
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Isto permite mapear uma transição de fase quântica em d dimensões em uma transição clás-
sica a temperatura em23 d+ 1 dimensões. Consequentemente pode-se obter o comportamento
crítico da transição quântica a partir do modelo equivalente na transição clássica, que tem di-
mensão espacial maior e portanto está mais próximo do limite de campo médio. É importante
não confundir essa mapeamento com o fato de que para temperaturas finitas a transição de
um sistema quântico em d dimensões é descrita por um modelo clássico efetivo também em d
dimensões espaciais.
Visto que as transições quânticas podem ser mapeadas nas clássicas, é legitimo questionar
a necessidade de uma teoria separada das transições de fase quânticas. Não podemos simples-
mente fazer o mapeamento e transpor os resultados da teoria clássica? Apesar da equivalência
sempre existir, muitas das transições quânticas de interesses são mapeadas em modelos clás-
sicos artificiais que ainda não foram estudados ou mesmo com fatores de Boltzmann comple-
xos. Ademais o mapeamento fornece funções de correlação em tempo imaginário, enquanto
que muitas propriedades interessantes da criticalidade quântica estão relacionadas com a di-
nâmica em tempo real24. Por último, mesmo para os modelos clássicos análogos bem conheci-
dos, a geometria exibida pelo mapeamento pode ser anisotrópica e curiosa, e com correlações
não conhecidas 25. Por essa e outras razões que um tratamento direto do problema quântico,
frequentemente, é inevitável.
Justificado o estudo teórico independente das transições de fase quânticas, fica a pendên-
cia da utilidade destes, já que experimentos não são feitos a temperaturas nulas! Portanto,
em qualquer experimento o comportamento crítico deve ser, em última instância, clássico. No
entanto, como exibiremos adiante, as flutuações quânticas podem deixar traços no compor-
tamento crítico a temperatura finita26. Isto pode ser entendido se observamos que a região
crítica, onde as leis de escala podem ser observadas pode se sobrepor a região onde o compor-
tamento quântico é relevante. Ou seja, se a temperatura de transição for pequena, flutuações
quânticas se manterão importantes até valores reduzidos de t, onde a criticalidade já é no-
tada. Mais tecnicamente, como mencionamos antes, há um crossover entre os dois tipos de
comportamento, o quântico e o clássico e tal crossover pode ocorrer na região critica, para
valores pequenos de Tc. Imagine por exemplo, um experimento realizado ao longo do cami-
nho a, indicado na Fig. 3.2. Nesse caso se observará um crossover do comportamento crítico
quântico, “longe” de Tc, mas dentro da região crítica, para o clássico, suficientemente perto
de Tc27 . Note que o comportamento quântico é dado pelo clássico de um modelo de dimen-
são maior, portanto ao nos aproximarmos de Tc teremos um crossover entre comportamentos
críticos de diferentes dimensões espaciais e uma análise de escala de tamanho finito pode ser
efetuada (com uma das dimensões proporcional à temperatura). Uma outra forma de se ob-
23Precisamente a transição quântica é mapeada em uma clássica em d + z dimensões espaciais. No caso onde
z = 1 tempo e espaço entram na teoria de forma simétrica.
24Uma possibilidade é fazer a continuação analítica do tempo imaginário para o real. Todavia, frequentemente
, a estratégia não funciona. Isto porque, em grande parte dos casos os resultados clássicos são aproximados e
tal aproximação não é válida no caso de tempos reais; a continuação analítica leva a resultados não confiáveis e
algumas vezes não físicos.
25Existe ainda o fato de que, uma nova escala de tempo emerge na transição quântica; o tempo de coerência
de fase. Este fornece, qualitativamente, o tempo em que o vetor de estado do sistema mantém informação sobre
suas fases: medidas locais em tempos diferentes mas menores que o tempo de coerência de fase exibem efeitos de
interferência. Tal escala de tempo não tem análogo clássico e não pode ser obtida a partir do mapeamento (para
detalhes nessa direção e em relação às outras dificuldades expostas, consulte [94]).
26Recentemente foi proposta uma comparação entre o comportamento do sistema quântico na transição e seu
limite clássico, como uma maneira de extrair assinaturas da criticalidade quântica a temperaturas finitas [103]. Em
realidade, ali se argumenta que para discriminar os efeitos críticos quânticos, somente observar o comportamento
de escala do comprimento de correlação em termos da temperatura não é suficiente.
27Esta zona de comportamento clássico pode ser tão pequena de forma a não ser observável em um experimento
real. De fato, mesmo para transições a T 6= 0, observar o comportamento crítico é altamente não trivial, visto que
a zona crítica, em geral, é pequena e exige variações de temperatura (ou outro parâmetro) ínfimas e precisas.
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servar os efeitos da Mecânica Quântica é notar que a região desordenada se divide em três
partes, separadas por linhas de crossovers. Na região desordenada quântica, a temperatura
baixas e B > Bc, a ordem é destruída por flutuações quânticas e efeitos de temperatura são
desprezíveis. Em contraste, na região desordenada térmica, as flutuações térmicas são respon-
sáveis pela destruição da ordem, apesar do estado fundamental continuar exibindo correlações
de longo alcance. A última, e mais surpreendente, região é a crítica quântica, localizada em
torno de B ≈ Bc e se estendendo para temperaturas finitas, onde as flutuações térmicas se-
riam importantes. Ali o sistema aparenta ser crítico em relação a B, mas as singularidades são
“protegidas” pela temperatura. O fato é que, um experimento ao longo do caminho b irá ex-
plorar um scaling do ponto crítico em relação a temperatura. O ponto crítico quântico controla
a criticalidade dessa região.
Por fim, gostaria de ressaltar que no caso das transições quânticas as não analiticidades
da energia livre que ocorrem nas transições a T 6= 0 se manifestam na energia do estado
fundamental E0. Se supusermos que a transição é “sintonizada” pelo parâmetro g, uma não
analiticidade em E0 (g) pode ocorrer se houver um cruzamento de níveis; ou seja, um estado
excitado se torna fundamental e o “gap” entre E0 e a energia do estado fundamental se anula.
Note que isso pode ocorrer mesmo para um sistema finito e frequentemente gera uma transi-
ção de primeira ordem28. Uma segunda possibilidade, exclusiva de sistemas infinitos, é que
tal cruzamento seja evitado, através da emergência de um gap ∆ que tende a zero no limite ter-
modinâmico29 e conduz a uma não analiticidade em E0, em geral em sua segunda derivada.
Em realidade, este gap ∆ dá a escala de energia que introduzimos anteriormente com ωc, ou
seja 30
∆ ∼ ξ−z.
Os dois casos mencionados são ilustrados na Fig. 3.3.
Revisadas as principais características das transições de fase quânticas, devo mencionar
que, daqui em diante, não comentaremos mais detalhes destas. Isto porque nosso objetivo é
estudar o papel do emaranhamento em transições de fase quânticas e não estas últimas em
si. Para isto, utilizaremos um modelo simples, que ilustra bem as propriedades básicas das
transições quânticas. Note, no entanto, que atualmente existe um grande interesse na investi-
gação de transições de fases quânticas que não são bem descritas pelo paradigma de Landau,
como por exemplo, transições de segunda ordem entre dois estados ordenados com simetrias
diferentes [108, 109, 110, 111]. Uma evidência experimental de transição quântica não bem
descrita pela teoria de Landau, é descrita em [112], por exemplo. Por fim, deve-se mencionar
que devido à divergência do tempo de relaxação, tanto a T = 0 como para temperaturas fi-
nitas, o sistema não pode evoluir adiabaticamente quando passa pela transição, não importa
28Em [104] se há encontrado exemplo onde transições de fase quânticas contínuas podem ter como origem cru-
zamentos nos estados excitados de baixa energia.
29Em 1961 Lieb, Schultz e Mattis (LSM), provaram que uma cadeia periódica unidimensional de comprimento
L e spins semi-inteiros por sítio, tem único estado fundamental e um gap de excitação limitado superiormente por
const/L. No caso de spins inteiros, Haldane a conjecturou que o gap é finito no limite termodinâmico. Note que
uma generalização do teorema de LSM para dimensões espaciais maiores só foi alcançada recentemente [105, 106].
30Para sistemas críticos com um gap que tende a zero, esperamos correlações de longo alcance. Por outro lado, a
experiência ensina que um gap,no sistema quântico implica em um comprimento de correlação finito. Contudo esta
equivalência entre a existência do gap e o decaimento exponencial das correlações tem sido até o momento mais
uma crença “popular” que um teorema bem estabelecido. De fato existemmodelos com estado fundamental único,
comprimento de correlação finito, mas sem gap. Somente recentemente uma prova rigorosa de que um gap implica
em um decaimento exponencial da correlação no estado fundamental foi obtida (veja [107] e referências). Note que
em Teoria de Campos relativística esta prova é conhecida há muito tempo, tendo como origem a localidade, ou seja,
o fato de que operadores separados espacialmente comutam. Já no caso da Mecânica Quântica não relativística,
não temos localidade estrita, mas sim uma velocidade de propagação finita que leva a um valor exponencialmente
pequeno para o comutador de observáveis separados espacialmente. Esta “localidade” é conhecida como “Lieb-
Robison bound”, recentemente utilizado pela comunidade de informação quântica para provar, entre outras coisas,
limites na propagação do emaranhamento.
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Figura 3.3: Dois possíveis cenários para a ocorrência de uma não analiticidade na energia
do estado fundamental, conforme um parâmetro g que ajusta a transição é variado. No lado
esquerdo ocorre um cruzamento de níveis, gerando, em grande parte dos casos, uma transição
de primeira ordem, que pode ocorrer em sistemas finitos. No caso onde este cruzamento é
evitado por um “gap” que tende a zero no limite termodinâmico ocorre uma não analiticidade,
na derivada segunda da energia. Esta última situação está ilustrada no lado direito da figura.
quão lenta se faça tal passagem. Consequentemente a ordem do estado após a transição não
pode ser perfeita, e deve conter domínios (e portanto defeitos) cujos tamanhos dependem da
velocidade em que a transição ocorreu. Este cenário foi descrito primeiramente por Kimbel em
197631, enquanto que o mecanismo dinâmico é uma proposta de Zurek, feita em 1985. Desde
então, este modelo da dinâmica de transições de segunda ordem, tem sido testado nos mais
variados sistemas, desde transições supercondutoras a baixa temperatura à aquelas ocorrendo
em teorias de campo a altas temperaturas. Todavia o limite de T = 0 só foi explorado recen-
temente e por Zurek e colaboradores; veja [113, 114] e referências. Note que se pode entender
a dificuldade da passagem adiabática, recordando que o gap tende a zero, impossibilitando a
passagem sem excitar o sistema, e que tal impossibilidade tem sérias implicações na computa-
ção quântica adiabática32 (veja [115, 116], por exemplo).
3.7 O Modelo XY
Como adiantado, nosso estudo do emaranhamento em transições de fase utilizará um modelo
simples destas últimas. O sistema empregado será o modelo XY unidimensional na presença
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com N o número total de spins, 0 < γ ≤ 1 a anisotropia e J > 0 (caso ferromagnético). Este
Hamiltoniano é invariante sobre uma rotação global de π(gerada por ∏i σzi ) em torno do eixo
z (σx(y)i → −σ
x(y)
i ), o que implica em uma magnetização nula nas direções x e y (〈σ
x(y)
i 〉 = 0).
Entretanto, conforme o campo magnético h é diminuído (ou J aumentado) esta simetria é
quebrada espontaneamente no ponto crítico λ = J/h = 1, e estados fundamentais com uma
magnetização finita emergem.
Qualitativamente pode-se motivar a existência da transição analisando os dois limites do
Hamiltoniano: J ≫ h e J ≪ h. Sem perder generalidade, nos restringimos ao caso Ising
(γ = 1) e consideramos o caso J ≪ h, com o campo transverso dominando. Nessa situação
31Numa tentativa de descrever as transições de fases cosmológicas que ocorreram no inicio do Universo.
32Na computação adiabática, tenta-se acessar o estado fundamental de um Hamiltoniano complicado e/ou não
solúvel (e que pode conter a solução de uma dada computação), conectando este adiabaticamente com um Hamil-
toniano simples e conhecido.
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o estado fundamental, ignorando correções da ordem de J/h, é |0〉 = ∏i | ↑〉i com | ↑〉i o
autoestado de autovalor positivo de σzi . Recordando que este autoestado pode ser escrito em
termos dos autoestados de σxi como | ↑〉i = (| →〉i + | ←〉i) /
√
2 , constata-se que os valores
de σxi em sítios diferentes são totalmente descorrelacionados; 〈0|σxi σxj |0〉 = δij. Correções de
teoria de pertubação em J/h irão tender a alinhar spins próximos na direção x e portanto gerar
correlações nesta direção. Mas mesmo para valores grandes de J/h tais correlações devem ser
de curto alcance e decair exponencialmente com a distância.
Tomamos, agora, a situação oposta; J ≫ h. Veremos que a natureza do estado funda-
mental é qualitativamente distinta e portanto deve haver uma transição de fase entre os dois
casos limites para algum valor de J/h. Quando a interação domina, todos os spins devem
apontar em alguma das duas direções de x: | →〉 = ∏i | →〉i ou | ←〉 = ∏i | ←〉i. Logo,
existem dois estados fundamentais degenerados. Adicionar um pequeno campo magnético
na direção transversa irá flipar alguns spins e portanto tenderá a destruir a degenerescência.
Todavia, pode-se mostrar que no limite termodinâmico tal degenerescência sobrevive a teo-
ria de pertubação de qualquer ordem em J/h. Isto por causa da existência da simetria global
do Hamiltoniano (Z2) que relaciona os dois estados fundamentais e da não existência de ele-
mentos de matriz que conectam os dois estados (isto está relacionado com o fato de no limite
termodinâmico a probabilidade de se flipar muitos spins ser pequena). Para estes estados a
função de correlação desconectada na direção x irá tender a uma constante no limite de longas
distâncias. Tal função de correlação não pode ser obtida a partir da anterior, que tinha de-
caimento exponencial, analiticamente. Consequentemente deve haver uma transição de fase,
na qual a forma da função de correlação muda. Como já vimos anteriormente, neste ponto a
função de correlação decai algebricamente com uma lei de potência.
No ponto cŕitico o estado fundamental ainda é duplamente degenerado com uma magne-
tização finita (±M) na direção x caracterizando a fase ferromagnética. Vale a pena insistir que
esta quebra de simetria só ocorre no limite termodinâmico (N → ∞) já que os dois estados fun-
damentais são degenerados em ordem de 1/N. Outra sutileza, já comentada, é que também é
possível definir um estado fundamental “simétrico”33 (com 〈σxi 〉 = 0 ) como uma superposi-
ção dos dois estados degenerados. Estes estados não tem uso prático já que não representam
sistemas reais macroscópicos sofrendo uma transição de fase.
Ademais destas considerações qualitativas o modelo XY tem uma solução exata. A fer-
ramenta essencial é a transformação de Wigner-Jordan, que mapeia os graus de liberdade de
spin 1/2 em férmions sem spin. Note que podemos escrever os operadores de “criação” e




i , mas estes anti-comutam em ummesmo sítio e comutam
para sítios diferentes. Mesmo passando para modos coletivos através de uma transformada de
Fourier, não obtemos um estatística bem definida de bósons ou férmions. Retornando à trans-
formação de Wigner-Jordan, esta se baseia na observação de que podemos encarar o sistema
com um spin 1/2 por sítio, como um de férmions sem spin, mas que tunelam entre os sítios:
associamos o spin para cima com um sítio desocupado e o para baixo com um sítio ocupado
pelo férmion. Após esta transformação obtemos um Hamiltoniano com termos de hopping
(c†i ci+1) que podem ser diagonalizados por uma transformada de Fourier e outros que não
conservam o número de partículas; c†i c
†
i+1. Estes últimos, ainda quadráticos nos operadores de
criação34, são diagonalizados por uma transformação de Bogoliubov (uma rotação do estado
fundamental). Ao final obtemos um Hamiltoniano de férmions não interagentes. Tal solução
foi obtida por Pfeuty em 1969 [117], no caso Ising. Ali também se calculou as funções das mag-
netizações nas direções x, y e z e suas respectivas funções de correlação em equilíbrio. Quase
33Usamos a palavra simétrico no sentido de preservar a simetria doHamiltoniano. Não confundir com os estados
simétricos e anti-simétricos definidos no contexto de partículas idênticas.
34Isto porque só há interação entre primeiros vizinhos.
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que ao mesmo tempo, Mc Coy e colaboradores, estudaram, em uma série de quatro artigos35,
as propriedades de não equilíbrio do modelo XY36 [119, 120, 121, 118]. Aconselho aqueles
procurando uma descrição um pouco mais detalhada da solução exata a olhar o trabalho de
Osborne e Nielsen sobre o emaranhamento deste modelo [3].
A solução exata do modelo e o cálculo de funções de correlação permitem o cálculo do
ponto crítico λc = J/h = 1. Obtém-se também que diminuindo o campo magnético um
pouco mais, uma segunda “transição de fase” ocorre no ponto γ2 + 1/λ2 = 1. Nesta terceira
“fase” a tendência das funções de correlação para seu valor de saturação não émonotônicamas
oscilatória. Na Fig. 3.4 esboçamos um diagrama de Fases. Também devemos mencionar que
este modelo se reduz ao modelo modelo XX quando γ → 0. Contudo, o modelo XX pertence
a uma classe de universalidade diferente e todos os nossos resultados não se aplicarão a este
caso. No caso do modelo isotrópico XX a simetria do Hamiltoniano é maior e portando não há
ordem de longo alcance.
Por completeza, exibimos as expressões das funções de correlação no equilíbrio. Note que
a transformação de Wigner-Jordan é altamente não linear, e portanto as funções de correlação
de dois pontos são escritas como um produto dos operadores de férmios livres, que pode ser
decomposto pelo teorema de Wick. Expressões desse tipo são escritas como determinantes de
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(γλ sin k)2 + (1+ λ cos k)2,
na qual k = 2πMN e M = −N/2,−N/2 + 1, ...,N/2− 1. Note que ωk é a relação de dispersão
dos férmions livres, dando a energia dos estados excitados. Como, mencionado previamente,
35Estes trabalhos são bem matemáticos, tipicamente terminando com uma equação sem conclusões!
36Emgrande parte destes estudos, se transpõe as condições periódicas de contorno dos operadores de spins, para
os operadores de férmions sem spins definidos pela transformação de Wigner-Jordan. No limite termodinâmico
essa “troca” de condições de contorno não é significante. No entanto o cálculo de algumas grandezas pode exigir
um tratamento mais rigoroso, tal como apresentado em [118].
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a magnetização na direção x não pode ser obtida diretamente, mas sim através do limite de
longas distâncias de 〈σxi σxi+r〉, obtendo
〈σx〉 =
{








, λ > 1
Na Fig. 3.5 mostramos o comportamento das magnetizações na direção x e z. Constata-se
um comportamento distinto na direção x, com a magnetização indo a zero na transição de
forma contínua. Já a magnetização em z, originada no campo externo tem um comportamento
mais suave. Note também que o modelo XX, não apresenta magnetização espontânea. As
funções de correlação são exibidas na Fig. 3.6.
Figura 3.4: Diagrama de Fase do Modelo XY. Para qualquer valor de anisotropia 0 < γ ≤ 1 há
uma transição em λ = 1 (linha vertical) entre uma fase ordenada (λ > 1, região acizentada) e
desordenada (λ ≤ 1). Na fase ordenada há também uma terceira fronteira (curva tracejada),
separando dois regimes assintóticos para a função de correlação na direção x. Abaixo da curva
tracejada (região mais escura) a função de correlação se aproxima de seu valor assintótico de
maneira monotônica, enquanto que acima dessa existe um termo oscilatório. É interessante
mencionar que nos pontos dessa curva todas as funções de correlação são constantes e o estado
fundamental é separável. Ademais a região não oscilatória (incluindo a fase ordenada) tem
como equivalente o modelo clássico de Ising em duas dimensões e portanto pode ser dita
“clássica”. Essa correspondência não é válida na fase oscilatória (região mais escura) que pode
ser entendida como “quântica” [122]. A linha γ = 0 define o modelo XX, o qual não apresenta
ordem de longo alcance.

























































































Figura 3.6: Correlações do modelo XY
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Capítulo 4
Emaranhamento e Transições de Fase
Quânticas
Uma das características mais marcantes das transições de fase contínuas é o aparecimento de
uma ordem de longo alcance, devido à divergência do comprimento de correlação. Nas tran-
sições a temperatura nula essas correlações devem ser de origem quântica. Ao mesmo tempo
o emaranhamento é entendido como uma correlação quântica não-local, o que cria a expecta-
tiva de que este deve se manifestar nas transições de fase quânticas. Portanto é possível que
o emaranhamento seja útil na descrição das transições de fases e que sua análise amplifique
nossa compreensão de como as correlações quânticas influenciam o comportamento critico.
4.1 Emaranhamento e Transições de Fase Quânticas
Antes de entrar na questão do estudo do emaranhamento em transições de fase, mencionamos
que uns dos precursores desta análise foi o estudo do emaranhamento em sistemas de Estado
Sólido de poucas partículas. De fato, Preskill, em 2000 [2], foi um dos primeiros a antecipar
uma possível relevância do emaranhamento num melhor entendimento da Física de Sistemas
de Muitas Partículas, tanto emMatéria Condensada como em Teorias de Campo. Dentre estes
estudos iniciais, Nielsen, em sua tese de doutorado, analisou analiticamente o emaranhamento
do modelo de Heisenberg para dois spins [1], enquanto que cálculos numéricos para um pe-
queno número de sítios em uma cadeia foram feitos por Arnesen e colaboradores [123] no
modelo de Heinseberg e por Gunlycke e colaboradores no caso do modelo de Ising [124]. Este
dois últimos, descobriram que tanto o campo magnético como a temperatura eram capazes de
aumentar o emaranhamento do sistema. Wang analisou os efeitos da temperatura no emara-
nhamento do modelo XY [125] e com colaboradores no de Heisenberg [126], além de discutir
relações com transições de fase quânticas. Wootters e O’Connor [127, 128] obtiveram o ema-
ranhamento de uma cadeia de Heisenberg invariante por translação e examinaram o máximo
emaranhamento entre dois sítios, dada algumas hipóteses sobre o estado desta. Sistemas itine-
rantes, levando em conta indistinguibilidade das partículas1, foram considerados por Zanardi
1A noção de emaranhamento para um sistema composto se baseia na estrutura do espaço de Hilbert desses
sistemas; uma estrutura de produto tensorial. Essa estrutura é perdida para partículas indistinguíveis, já que
temos que nos restringir aos subespaços simétricos ou anti-simétricos. Uma maneira de superar esta dificuldade
é utilizar a representação de número e considerar os modos como partes do sistema. Podemos, por exemplo,
considerar os 4 modos de um sítio, desocupado, ocupado por um spin para cima, ocupados por um spin para
baixo, ou duplamente ocupado, como a parte A e o resto como B e assim investigar o emaranhamento entre os
estados em um sítio e o resto. Alguns argumentam que este emaranhamento entre modos não tem significado
físico claro e não poderia ser medido. Mais recentemente uma nova abordagem do emaranhamento de partículas
indistinguíveis em matéria condensada foi apresentada [129]. Nessa tese sempre assumiremos que as partículas
podem ser distinguidas.
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e Wang e quase ao mesmo tempo por Schliemann e colaboradores [130, 131, 132, 133]. Outras
análises deste período inicial podem ser encontradas em [134, 135, 136, 82, 137].
A conexão entre emaranhamento e transições de fase quânticas foi investigada pioneira-
mente e praticamente ao mesmo tempo, em princípios de 2002, por Osterloh e colaboradores
[4] e por Osborne e Nielsen [138]2. Ambos utilizaram o modelo XY unidimensional em um
campo magnético transverso. Contrário às expectativas se obteve que o emaranhamento bi-
partite entre dois spins primeiros vizinhos, medido pela concorrência, não era máximo no
ponto crítico mas sim ao redor deste (Fig. 4.1). Ainda mais surpreendente foi o fato de que
mesmo no ponto crítico, onde as correlações entre os spins se estendem por toda a cadeia, o
emaranhamento entre spins separados por dois oumais sítios era nulo nomodelo de Ising. Ou
seja, a intuição de que para estados puros a correlação é proporcional ao emaranhamento (ou
tem origem neste) não é verdadeira, ou a parte não local das correlações é de curto alcance!
Apesar destes resultados “negativos”, Osterloh e colaboradores prosseguiram ao estudo
da derivada da concorrência entre primeiros vizinhos, C (1), encontrando uma conexão: a




ln |λ− λc|+ const, (4.1)
além de obedecer uma lei de escala para tamanhos finitos (Finite Size Scaling), evidenciando
assim que o emaranhamento temum comportamento crítico na vizinhança da transição e pode
ser capaz de sinalizar esta. Portanto, parecer ser a mudança sofrida pelo estado fundamental, e
não este em si, um bom indicador da transição. Também se obteve que o emaranhamento entre
segundos vizinhos era máximo no ponto crítico com sua derivada segunda divergindo loga-
ritmicamente e obedecendo leis de escala em relação ao tamanho da cadeia3. Em relação ao
valor finito do comprimento de emaranhamento encontrado para o modelo de Ising, se verifi-
cou que no caso do modelo XY este comprimento aumentava divergindo no limite do modelo
isotrópico XX (não é universal), apesar da soma das concorrências ser finita: ∑n C (n) ≤ 0, 2.
Paralelamente, Osborne e Nielsen estudaram o comportamento do emaranhamento bipar-
tite para temperaturas finitas encontrando regiões do espaço de parâmetros onde o emara-
nhamento aumenta com a temperatura4 (Fig. 4.2). Além disso, eles mostraram que, o ema-
ranhamento entre um spin e o resto da cadeia, dado pela Entropia de Emaranhamento, era
máximo no ponto crítico (Fig. 4.3). Contudo este último emaranhamento seria formado pelas
contribuições do emaranhamento do sítio com todos os outros spins da cadeia, não mostrando
como esse emaranhamento é distribuído; tal spin poderia estar emaranhado somente com seu
primeiro vizinho ou com todos os outros. Portanto, Osborne e Nielsen argumentam que, em
geral, o emaranhamento de um spin não dará informação sobre o emaranhamento da cadeia5,
sendo necessária uma medida que revele como este está distribuído no sistema. O modelo
de Ising seria um caso especial: o emaranhamento de um sítio reflete a drástica mudança que
ocorre no ponto crítico, visto que é máximo na transição. E mais, eles alegam que a medida
em questão não pode ser uma quantidade universal dado que: i) se aproxima do ponto crítico
2Este trabalho merece ser lido dado sua completeza e riqueza de detalhes.
3Venuti e colaboradores [139] mostram que a diferença entre o comportamento crítico de C(1) e C(2) se deve a
cancelamentos acidentais que ocorrem para C(2). Isto também pode ser uma explicação para o máximo de C(2).
4Também se observou a existência de um valor apreciável de emaranhamento para temperaturas KBT maiores
que o gap ∆ de energia. Note que a estas temperaturas esperamos que os sistemas se comportem classicamente,
sendo os efeitos quânticos marginais! Devemos mencionar que este efeito do aumento do emaranhamento com
a temperatura, que pode parecer estranho, já tinha sido observado em cadeias de Heisenberg finitas, tando na
tese de Doutorado do conhecido M. A. Nielsen (orientador de Osborne) [140] quanto em [123] por Arnesen e
colaboradores.
5No modelo AKLT por exemplo, que discutiremos a frente, o emaranhamento de um sítio com o resto é cons-
tante para todos os parâmetros do modelo enquanto que correlações de longo alcance se estabelecem e morrem.
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Figura 4.1: Retirado de [4]. Análise da derivada primeira da concorrência entre spins primei-
ros vizinhos na região crítica. As diferentes curvas correspondem a diferentes tamanhos para a
cadeia: N = 11, 41, 101, 251, 401, ∞. Efeitos de tamanho finito são observados: o mínimo se
torna mais pronunciado e sua posição se aproxima do ponto crítico λ = 1, tal como mostrado
no inset do lado esquerdo (λm ∼ λc + N−1,86). Um exame mais detalhado mostra que esta de-
rivada obedece a teoria de escala de tamanho finito. O inset à direita mostra o comportamento
da concorrência entre primeiros vizinhos para um sistema infinito.
de maneiras diferentes dependendo do “lado” da transição em que está, ii) não é reescalável;
ou seja não é extensiva e portanto não pode ser renormalizada.
Com estes dois trabalhos tem-se um cenário nebuloso, com algumas expectativas frustra-
das enquanto novos e interessantes fatos surgem. Contudo a observação de que a concorrência
não émáxima no ponto crítico pode ser conciliada com a conjectura de que o “emaranhamento
total” (mesmo sem termos uma idéia do que isso seja realmente) seja mais intenso na transi-
ção. Para isto tem-se que recorrer ao problema da divisão do emaranhamento entre partes,
ou monogamia do emaranhamento, a qual limita a quantidade de emaranhamento que pode
ser distribuído entre três ou mais sistemas. A existência desse limite implica que conforme o
emaranhamento multipartite aumente na cadeia, o emaranhamento bipartite entre sítios deve
diminuir. Fora do ponto crítico o emaranhamento deve estar localizado em uma certa região
já que as correlações são suprimidas exponencialmente para largas distâncias. No ponto crí-
tico a situação é diferente; existe uma correlação apreciável entre cada spin e qualquer outro.
Todavia o emaranhamento associado com esta correlação deve estar distribuído respeitando o
limite da divisão do emaranhamento. É possível que o estado crítico sature este limite sendo
maximamente emaranhado nesse sentido. Isso explicaria a não maximalidade da concorrên-
cia entre primeiros vizinhos, além de seu curto alcance. Não se pode deixar de mencionar
que este raciocínio foi proposto por Osborne e Nielsen. O máximo (negativo) da derivada da
concorrência no ponto crítico também pode ser entendido dentro do contexto da monogamia
do emaranhamento: justamente no ponto crítico o emaranhamento bipartite está diminuindo
a maior taxa possível para permitir um aumento do emaranhamento multipartite.
Após estes estudos uma intensa análise do emaranhamento de modelos específicos, mos-
trando os mais diversos comportamentos foi feita. Dada a quantidade de artigos sobre a re-
lação entre emaranhamento e transições (os artigos de Osterloh e colaboradores e de Osborne
e Nielsen atualmente contém mais de 300 citações cada) fica difícil mencionar ou até mesmo
citar todos. Comentamos os principais de nosso conhecimento. Para uma revisão veja [12].
No caso do emaranhamento bipartite, Gu e colaboradores investigaram o modelo XXZ em
2003 no caso uni-dimensional [141], e geral [142] em 2005, encontrando ummáximo para a con-
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Figura 4.2: Retirado de [3]. Concorrência entre spins na cadeia XY. Na parte superior, tem-se a
concorrência entre primeiros vizinhos (esquerda) e segundo vizinhos (direita) para temperatu-
ras nulas. A parte inferior, mostra o comportamento a temperaturas finitas no caso do modelo
de Ising, novamente para primeiros vizinhos (esquerda) e segundos (direita).
corrência no ponto isotrópico (modelo XXX). Parte desses autores examinaram o modelo de
Heisenberg com interação entre segundo vizinhos descobrindo que estas interações de maior
alcance não aumentavam o emaranhamento entre segundo vizinhos [143, 144]. Ainda Gu e co-
laboradores propõem, e discutem para alguns casos específicos, no final de 2005, um cenário
unificado para a conexão entre o emaranhamento bipartite e transições de fase quânticas em
termos do espectro de baixa energia do Hamiltoniano [145]. Vale a pena mencionar também
que um pequeno gap parece ser uma condição necessária para o estabelecimento de correla-
ções não locais entre subsistemas separados espacialmente [146]. Outras análises podem ser
encontradas em [147, 148, 149, 150, 151, 152, 153, 154].
Entretanto, é somente no final de 2004 que uma conexão mais geral foi obtida através de
uma relação formal entre transições de fase e o emaranhamento bipartite entre dois spins feita
por Wu e colaboradores em [155]. Neste trabalho se mostrou que, dada algumas condições
razoáveis, uma descontinuidade na concorrência e/ou negatividade é uma indicação neces-
sária e suficiente de uma transição de primeira ordem. Já uma descontinuidade na derivada
da concorrência e/ou negatividade é uma condição necessária e suficiente para uma transição
de segunda ordem. Esta relação tem como origem o fato de que o emaranhamento entre dois
spins é uma função dos elementos da matriz densidade destes e para sistemas com interações
de dois corpos a energia também depende dos elementos da matriz densidade reduzida de
dois spins. Portanto em transições associadas a não-analiticidades no espectro de energias,
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Figura 4.3: Retirado de [3]. Entropia de Emaranhamento entre um único spin e o resto da
cadeia para o estado fundamental (curva tracejada) e para um estado fundamental térmico
(curva sólida) formada pelamistura equiprovável dos dois estados fundamentais degenerados
(aqueles com magnetizações opostas).
estas serão herdadas pelas medidas de emaranhamento. Fica claro que essa conexão se perde
para aquelas transições de fase quânticas que não são acompanhadas por uma não analitici-
dade da energia, tal como por exemplo a transição Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (o modelo
XXZ anti-ferromagnéticos é um exemplo [156]), na qual todas as derivadas da energia são
contínuas apesar da existência de um ponto crítico; transições causadas por cruzamento dos
estados excitados de baixa energia [104] e transições com ordem topológica [157] as quais não
estão associadas a uma quebra de simetria. Além disso existe a possibilidade da ocorrência de
não analiticidades acidentais/artificias devido ao processo de maximização requerido pela de-
finição da concorrência. Para exemplos veja [147, 151, 158]. Recordamos que um entendimento
da relação entre emaranhamento e transições de fase quânticas em termos do cruzamento dos
níveis de energia também foi proposto por Gu e colaboradores no final de 2005, [145] e que
seria interessante comparar esta análise com a mencionada acima, evidenciando possíveis re-
lações e conflitos.
Uma consequência direta, mencionada por Venuti e colaboradores6 em meados de 2005
[139], é que o resultado acima é mais geral e se aplica a todas as medida de emaranhamento
que dependamdamatriz densidade de alguns spins; denominado emaranhamento local . Não
tão direto é o fato de que qualquer medida de emaranhamento pode, em principio, sinalizar
uma transição de fase, já que que esta herda o comportamento não analítico das derivadas da
energia. Isto pode ser demonstrado, e o foi no final de 2005 [159], pelo mesmo Wu e colabo-
radores usando o formalismo de funcional densidade: qualquer medida de emaranhamento
pode ser expressa como um único funcional do conjunto de primeiras derivadas da energia do
estado fundamental. No entanto para a maioria dos casos a forma explícita do funcional não é
conhecida. Aqui também existe a possibilidade de não analiticidades acidentais.
Um outro tipo de análise, aparece no final de 2003, com Gu e colaboradores [160] mos-
trando que o emaranhamento entre uma parte do sistema e o resto (um emaranhamento local)
pode identificar a transição de fase no modelo de Hubbard estendido unidimensional, visto
que esse é máximo ou apresenta uma derivada singular no ponto crítico. Obter o diagrama de
fases deste modelo a partir de uma única quantidade não é usual; veja Fig. 4.4. Mais especifi-
6Além de uma análise da origem das singularidades em medidas locais de emaranhamento, esse trabalho pro-
põe uma nova forma de se obter o ponto crítico e alguns expoentes.
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camente, se analisa o emaranhamento entre os estados em um sítio e o resto. Note que nesse
caso as partículas não estão localizadas, e as partes correspondem a modos normais na repre-
sentação de número e não a partículas. Um tempo depois, em 2005, Larsson e Johannesson
obtiveram expressões exatas para o emaranhamento local do modelo de Hubbard unidimen-
sional, mostrando que a divergência da derivada do emaranhamento local está relacionada a
susceptibilidade7 [166]. Ainda Larsson e Johannesson, em inícios de 2006, apresentaram um
cenário geral da relação entre o emaranhamento local de sistemas de férmions itinerantes e
transições de fase [167] no mesmo espírito do primeiro trabalho de Wu e colaboradores [155],
ressaltando que tal análise pode ser facilmente adaptada para partículas localizadas. Nes-
ses modelos de fermións itinerantes o emaranhamento entre os estados de um sítio e o resto
acabam sendo expressos em em termos das ocupações deste sítio, que em geral estão relaci-
onadas com a a quebra de simetria na transição. Deste modo, o emaranhamento local parece
estar mais conectado com a simetria do problema do que com a transição em si, e pode não
ser capaz de sinalizar transições que não envolvão quebra espontânea da simetria (veja [139]
para uma discussão desse ponto). No caso do modelo de Hubbard, por exemplo, o máximo
exibido pelo emaranhamento na transição de um isolante de Mott para um metal, variando-
se a interação entre partículas no mesmo sítio, reflete a simetria na ocupação dos estados de
um sítio que ocorre no ponto crítico. Assim, um extremo na medida de emaranhamento não
necessariamente se deve a uma transição de fase. É interessante notar que a transição mencio-
nada acima é do tipo de Berezinskii–Kosterlitz–Thouless (BKT) e portanto não apresenta não
analiticidades em nenhuma das derivadas da energia. O modelo XXZ também apresenta uma
transição do tipo BKT com um máximo tanto para a concorrência entre primeiros vizinhos
[141] como para o emaranhamento entre um sítio e o resto [159] (este comportamento também
pode ser entendido em termos da simetria do estado; veja Sec. IV.A.2 de [12]). Ainda sobre o
trabalho de Larsson, este observa que apesar de o emaranhamento poder herdar o comporta-
mento crítico da energia, em geral, não é possível obter informação sobre os expoentes críticos
que controlam a divergência da energia a partir da análise do emaranhamento. Por outro lado,
a divergência do emaranhamento pode fornecer outras informações não contidas na energia.
Ademais, no caso de partículas “localizadas”, já em meados de 2004 Chen e colaboradores
[168] argumentam, com três exemplos, que o emaranhamento entre os sítios ímpares e os pa-
res é superior a concorrência entre dois spins, no estudo das transições de fase. As possíveis
vantagens de se considerar o emaranhamento entre mais que um sítio e o resto são expostas
em [169]; o emaranhamento entre um sítio e o resto não pode ser utilizado para se identificar
transições de fase associadas com “off-diagonal long range order”, tais como as que ocorrem
na fase supercondutora. Outras investigações similares subsequentes podem se encontradas
em [170, 171, 169, 172, 173, 174].
O análise do emaranhamento em transições de fase também teve como pioneiros Vidal e
colaboradores no final de 2002 [175, 176]. Eles analisaram o emaranhamento entre uma parte
de uma cadeia de spins (um bloco de L spins) e o resto usando a Entropia de Emaranhamento.
Se mostrou que para alguns modelos de spins 1/2 no ponto crítico o emaranhamento aumen-
tava logaritmicamente com L, enquanto que fora do ponto crítico saturava para L grandes.
Este resultado já era conhecido das teorias de campo conforme8 [177, 178] e conhecido como
7De fato algumas quantidades termodinâmicas como a susceptibilidade podem ser testemunhas de emaranha-
mento usadas para indicar a presença de emaranhamento. Baseados nestas relações tem se mostrado que alguns
sólidos podem apresentar emaranhamento a temperaturas razoavelmente altas (veja [161, 162, 163] para exem-
plos). Por outro lado, também se há argumentado que o emaranhamento pode influenciar o comportamento de
grandezas termodinâmicas de sólidos macroscópicos [164]. Este último estudo mostra que somente levando em
conta o emaranhamento (em certo sentido) pode-se explicar alguns dados experimentais. Em [165] uma maneira
de se retirar o emaranhamento de um sólido através de espalhamento de partículas é apresentado
8Nos anos ’70 Bekenstein e Hawking descobriram que a entropia de um buraco negro não é proporcional ao
seu volume, senão a área de seu horizonte de eventos. Note que a maior quantidade de entropia que pode ser
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Figura 4.4: Retirado de [160]. No lado esquerdo temos o emaranhamento entre os estados em
um sítio com o resto no modelo de Hubbard (Apêndice B) estendido, onde além de interação
entre elétrons no mesmo sítio (U) há interação entre primeiros vizinhos (V). Este modelo
possui três fases distintas separadas por transições de fase quânticas acompanhadas de quebra
de simetria. As linhas sólidas no plano E1 = 0 marcam um extremo local. Claramente pode-se
constatar as três principais fases a partir das curvas de contorno da superfície caracterizando
o emaranhamento. Note que obter o diagrama de fase a partir de uma única quantidade
não é usual, visto que numa análise convencional deve-se estudar diferentes parâmetros de
ordem. Existe também uma fase supercondutora associada com off-diagonal long range ordem
que não pode ser identificada. O caso especial do modelo de Hubbard (V = 0) com semi-
preenchimento é exibido ao lado direito. O emaranhamento é máximo no ponto crítico (do
tipo BKT) Uc = 0 que separa uma fase metálica (U ≤ 0) de uma isolante (U > 0). Essa
transição também ocorre com a variação do potencial químico, mas nesse a caso a transição é
de segunda ordem e o emaranhamento não é máximo mas diverge no ponto crítico [166].
lei da área devido ao fato da entropia depender da área e não do volume do sistema. Para o
caso demodelo XY o emaranhamento de bloco foi cuidadosamente e extensivamente estudado
em [179, 180, 181]. Nesse mesmo período a lei da área em uma cadeia de osciladores harmô-
nicos foi estudada e mais recentemente o caso geral de férmions ou bósons quase-livres foi
tratado, mostrando que há uma diferença entre os dois [182]. Vale a pena ressaltar que, a En-
tropia de Emaranhamento é tem significado operacional somente no limite assintótico e que o
emaranhamento de bloco de uma única copia foi examinado em [183], exibindo propriedades
similares a da Entropia de Emaranhamento.
O emaranhamento multipartite também foi analisado considerando a máxima sobreposi-
ção(fidelidade) possível entre o estado estudado e estados separáveis; quanto maior esta so-
breposição menos emaranhado o estado. Em 2005 Wei e colaboradores [184] (veja a Fig. 4.5)
investigaram tal medida no modelo XY, mostrando que o emaranhamento multipartite era
máximo em torno do ponto crítico, é não neste, e que suas derivadas divergiam na transição.
Igualmente se obteve que o emaranhamento era nulo no segundo ponto critico, ponto no qual
o estado fundamental é separável. Vale a pena mencionar que nesse trabalho se comenta que
“colocada” em uma região do espaço é dada pela entropia de um buraco negro cujo tamanho é igual ao dessa
região. Ou seja buracos negros são os objetos que podem conter a maior quantidade de entropia em um certa
região do espaço, ainda assim ela não aumenta com o volume deste. A origem da não extensividade da entropia de
um buraco negro está na gravidade, que deve ser levada em consideração. Ademais essa dependência com a área
sugere que uma teoria contendo a gravidade, em algum sentido, é mais simples do que uma que não a considera e
levou t’Hooft e Sussikind a propor o princípio holográfico, de que os eventos físicos que observamos no Universo
tridimensional podem ser projeções holográficas de processos ocorrendo em uma superfície bidimensional.
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tal medida de emaranhamento pode ser escrita em termos das funções de correlação e que
uma análise mais detalhada desta conexão seria interessante.
Figura 4.5: Retirado de [64]. Análise do emaranhamento multipartite dado pela logaritmo da
máxima sobreposição entre o estado e um estado separável. De fato, se examina a densidade
desse emaranhamento no modelo XY (lado esquerdo), a qual se mostra máxima em torno do
ponto crítico, mas não neste. No lado direito tem-se as curvas em função do campo externo
para três anisotropias: Ising (curva sólida), γ = 0.5(curva tracejada) e o XX (curva tracejada-
pontilhada). Note que as curvas foram deslocadas por motivos de clareza. No inset pode-se
observar a derivada do emaranhamento.
O emaranhamento tripartite, dado em termos do residual tangle, foi examinado para uma
cadeia de Ising de três spins em um campo transverso em [185]. Neste estudo se observa que o
residual tangle não é máximo em torno do ponto crítico, o qual, na verdade, só existe no limite
termodinâmico.
Uma nova medida denominada emaranhamento localizável foi proposta e analisada com
o objetivo de estudar o emaranhamento multipartite por Verstraete e colaboradores em 2004
[186]. O emaranhamento localizável era máximo no ponto “crítico” para uma cadeia de 14
spins (Fig. 4.6). Este resultado e os obtidos para o emaranhamento de bloco [175, 176] foram as
primeiras evidências de que o emaranhamento multipartite poderia ter um papel importante
nas transições de fase quânticas. Além disso, se provou que a a maior função de correlação
é um limite inferior para o emaranhamento localizável, um resultado interessante que pos-
sibilita a existência de um sistema com comprimento de correlação finito e comprimento de
emaranhamento infinito(de fato este comportamento foi observado em [187]). Contudo, vale
a pena recordar que tem se argumentado que o emaranhamento localizável tal como definido
não é uma entanglement monotone [63]. Outro fato interessante é que para sistemas de spins
existem relações entre o emaranhamento localizável e string correlations [188]
Outras tentativas de mostrar que o emaranhamento multipartite é importante em transi-
ções de fase quânticas podem ser encontradas nas referências [189, 190, 191, 192, 193, 173]. Em
especial a monogamia de emaranhamento foi analisada para sistemas anti-ferromagnéticos
com spin 1/2, em uma [189] e duas dimensões [190], através da razão entre o one-tangle (ema-
ranhamento entre uma partícula e o resto) e a soma das concorrências ao quadrado. Tal razão
pode ser interpretada como a fração do emaranhamento total que é bipartite e exibiu um mí-
nimo no ponto crítico evidenciando que o emaranhamento multipartite é favorecido na tran-
sição. Em [194] uma outra maneira de observar o emaranhamento multipartite foi proposta e
analisada no modelo estendido de Hubbard unidimensional. A idéia é comparar o emaranha-
mento entre um sítio e o resto com a informação mútua quântica (que mede a correlação total:
quântica mais a clássica) para saber se as correlações quânticas de dois pontos ou as multipar-
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Figura 4.6: Emaranhamento localizável entre dois spins distantes de 4 sítios em uma cadeia
de Ising em um campo transverso de 14 sítios (diamantes). O limite superior é representado
pela curva tracejada, enquanto que a função de correlação conectada na direção x é dada pela
curva sólida.
tites são as responsáveis pela transição. Ao se obter um comportamento singular para entropia
de um sítio com o resto não sabemos se ele se deve a correlações bipartites (por exemplo deste
sítio com o próximo ou qualquer um outro) ou a multipartites (do sítio com todo o resto).
Por outro lado a informação mútua quântica infere somente correlações bipartite9 e, portanto,
também deve apresentar um comportamento singular caso o comportamento da entropia de
um sítio com o resto se deva a este último tipo de correlações. Logo toda vez que somente
o emaranhamento de um sítio com o resto tiver um comportamento singular, pode-se inferir
que este se deve ao emaranhamento multipartite. O conhecido modelo AKLT (ver próximo
capítulo) também foi submetido ao exame do emaranhamento entre partes do sistema e tal
como entre sub-partes [191].
Figura 4.7: Retirado de [189]. Razão entre a concorrência ao quadrado entre um sítio e o resto
(one tangle, τ1) e a soma das concorrências entre este sítio e cada um dos outros (τ2) no modelo















em vista a monogamia de emaranhamento em termos da desigualdade de Wootters pode-se
entender tal razão como uma quantificando emaranhamento multipartite. Observar-se que no
ponto crítico hc o emaranhamentomultipartite é favorecido. O gráficomenor do lado esquerdo
corresponde ao modelo de Ising com o ponto crítico ocorrendo em 0,5.
9Anegatividade também foi usada comomedida das correlações bipartite, no caso somente as quânticas. Porém
se observou que nem sempre que a informação mútua apresentava um comportamento singular o mesmo ocorria
com a negatividade.
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A razão entre o one-tangle e a soma do emaranhamento bipartite foi estudada no modelo
XY 10 no inicio de 2006, e como esperado é mínima no ponto crítico [192]. Tão interessante
quanto, foi o comportamento encontrado na vizinhança do segundo ponto crítico, onde o es-
tado fundamental é separável. Investigando a distância máxima entre dois spins tal que a
concorrência não é nula, se observou que esta divergia de forma logarítmica ao se aproxi-
mar do segundo ponto crítico, implicando que o emaranhamento bipartite é aumentado nessa
região (apesar de ser nulo no ponto em si). Além disto, a razão mencionada anteriormente
crescia ao se aproximar do ponto separável, corroborando a afirmação de que o emaranha-
mento bipartite era favorecido (uma analise mais detalhada foi feita posteriormente em [195]).
Ademais se estudou o efeito da temperatura, obtendo-se que sempre existe11 um emaranha-
mento para baixas temperaturas ao mesmo tempo que nos arredores do ponto separável o
emaranhamento bipartite é nulo. Portanto, pode-se argumentar que o estado separável sob
efeito da temperatura se transforma em um estado misto com emaranhamento genuinamente
multipartite.
Igualmente, com o propósito de se utilizar as ferramentas da Informação Quântica para
ajudar no entendimento de transições de fase Zannardi e colaboradores [196, 197] propuseram
e mostraram que a fidelidade quântica - o módulo do overlap - de dois estados fundamentais
de tamanho finito correspondendo a parâmetros de controle próximos é um bom indicador
das transições de fase. De fato, a fidelidade, tipicamente diminui abruptamente no ponto
crítico, como uma consequência da dramática transformação do estado envolvida na transição.
Atualmente existem diversos estudos sobre o papel da fidelidade, entre eles uma comparação
entre os papéis da fidelidade e do emaranhamento [198], o estabelecimento de relações entre
a fidelidade e não analiticidades nas derivadas da energia do estado fundamental [199] e até
mesmo análises da fidelidade em transições topológicas [200, 201].
Encerramos essa revisão mencionando que Gu e colaboradores, ainda em inícios de 2006,
propuseram o uso da entropia mútua no estudo de transições quânticas e térmicas [202]. Estas
últimas também foram investigadas utilizando a entropia de von Neumann de um subsistema
[?] por Cao e colaboradores em 2007. Neste mesmo ano a concorrência para baixas tempe-
raturas em torno do ponto crítico do modelo XY foi examinada por Amico e Patané [203], e
mostrou algumas propriedades de escala. Além disso, a distribuição do emaranhamento entre
bipartições, e não somente o valor médio dessa distribuição, também parece ser uma ferra-
menta no estudo de transições quânticas, conforme exposto por Constantini e colaboradores
em finais de 2006 [204].
Em suma, na época em que iniciamos o estudo do emaranhamento nas transições de fase
quânticas, existiam algumas propostas de se estudar o emaranhamento bipartite entre dois
spins, e entre partes da cadeia. Neste último caso, havia casos onde a transição era indicada
por um máximo. Além disso sabia-se que o tanto o emaranhamento entre um sítio e o resto
da cadeia para o modelo de Ising no limite termodinâmico [3] e o emaranhamento localizá-
vel de uma cadeia Ising de poucos sítios [186] eram máximo na transição. Ademais, se deve
mencionar que em [205] se estudou a perda de emaranhamento ao longo do fluxo do grupo
de renormalização de uma cadeia XY. Com este propósito o emaranhamento entre 100 spins
e o resto da cadeia foi obtido em função do campo magnético e se mostrou máximo no ponto
crítico.
10Omodelo XXZ em um campo na direção~z também é analisado, mas nos restringimos ao XY
11Nesse caso, como o estado é misto não pode-se usar a entropia como medida de emaranhamento. Esse dificul-
dade é contornada através do emprego de uma testemunha de emaranhamento adequada.
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Figura 4.8: Retirado de [205]. Emaranhamento entre bloco de 100 spins e o resto da cadeia no
modelo XY (esquerda) e Ising (direita), o qual se mostra máximo na transição.
4.2 Emaranhamento Global e Transições de Fase Quânticas
Até o momento nos atemos a introduzir conceitos e resultados já conhecidos e obtidos por
terceiros, procurando motivar e preparar o problema atacado na tese. Partimos agora para a
apresentação dos resultados originais desta.
Como visto no segundo capítulo, no início de 2002 Meyer e Wallach [82] propuseram uma
medida de emaranhamento multipartite para qubits dentro do contexto de informação quân-
tica, a qual eles denominaram Emaranhamento Global, G (ψ). Um ano e alguns meses depois
esta medida foi reescrita por Brennen em uma forma mais simples e clara, como sendo a en-
tropia linear média de um qubit [83]:

















é chamado de pureza e que SL (ρ) = 2
(
1− Tr [ρ2]) é a entropia linear.
Recordamos que tal grandeza se baseia na idéia de que, para estados puros, quando mais
emaranhado estiver o sistema global maior será o grau de mistura (medido pela entropia)
de um subsistema qualquer. Vale a pena ressaltar, que a entropia linear é um limite inferior
da de von Neumann é pode ser usada como uma medida de emaranhamento para estados
puros. Ademais, recordando que para estados puros a concorrência entre as partes é dada pelo
dobro da raiz quadrado do determinante da matriz densidade reduzida de uma das partes
(CA:B = 2
√
det ρA) e que isto leva a uma extensão da concorrência para sistemas 2× n, tem-se
C2A:B = SL (ρA). Consequentemente para estado puros: G (ψ) = C (ψ)
2 = 〈SL〉 ≤ 〈SV〉, o que
eleva o status da entropia linear como uma medida de emaranhamento.
Destes resultados, constata-se trivialmente que para o caso de sistemas invariantes por
uma translação, como a cadeia de Ising no campo transverso, esta medida nada mais é que a
entropia linear de um dos spins da cadeia:





Logo, constata-se que existe uma medida de emaranhamento multipartite de cálculo ingênuo
que pode ser estudada em transições de fase quânticas. O melhor modelo para esse fim é o
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de Ising no campo transverso, já que é o mais simples e ilustrativo de uma transição de fase
quântica contínua.
Investigando o comportamento do Emaranhamento Global para o modelo de Ising no campo
transverso (Fig. 4.9) constatamos que este é máximo no ponto crítico (detalhes do cálculo são
apresentados adiante). Este resultado é totalmente esperado, visto que a entropia linear é um
limite inferior para a entropia de Von Neumann, e esta já havia se mostrado máxima em tal
transição ([3] e Fig. 4.3). Com isso colocamos em evidência um resultado que já podia ser
antecipado: o emaranhamento Global, suposto multipartite, é máximo no ponto crítico; ao
menos no modelo de Ising.












Figura 4.9: Comparação entre Entropia de Emaranhamento ou entropia de von Neumann
(curva tracejada) e o Emaranhamento Global ou entropia linear (curva sólida) para o modelo
de Ising em função do parâmetro λ. Pode se notar que ambas são máximas, como esperado, e
que a entropia linear é um limite inferior da de von Neumann.
Conforme exposto acima, tal resultado já era esperado e pode ser particular do modelo
de Ising, como argumenta Osborne e Nielsen. Note no entanto que a invariância por trans-
lação dá um significado maior a entropia de um spin com o resto. Todavia é interessante ir
além, tentando entender como esse emaranhamento ,assinalado pelo Emaranhamento Global,
está distribuído na cadeia, já que o Emaranhamento Global não é capaz de distinguir alguns









o produto tensorial de N/2 estados de Bell de dois qubits,
|EPRN〉 = |Φ+〉⊗N/2, (4.5)
com |Φ+〉 = 1√
2







|00 · · · 1j · · · 0〉, (4.6)
no qual, |00 · · · 1j · · · 0〉 representa N qubits, todos no estado |0〉 com exceção do j-ésimo que
está em |1〉. O estado |EPRN〉 obviamente não é um estado genuinamente N-partite, visto que
somente os pares (2j, 2j + 1) estão emaranhados. Todavia E(1)G = 1 tanto no |GHZN〉 como no
|EPRN〉. O estado |WN〉, por sua vez tem o Emaranhamento Global igual a 4 (N − 1) /N2.
Com o intuito de adquirir mais informação sobre o emaranhamento multipartite, propuse-
mos uma generalização direta do Emaranhamento Global. A idéia é medir o emaranhamento
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entre bipartições do sistema de N partículas usando todas as bipartições possíveis e não so-
mente uma “partícula” com o resto ou um bloco contínuo com o resto como feito no emara-
nhamento de bloco [175]. O primeiro caso não trivial surge quando tem-se um sistema de 4,
ou mais, partículas e medimos o emaranhamento entre 2 delas, distantes de n de sítios, e o















= 〈G (2, n)〉, (4.7)




, dk a dimensão do espaço de Hilbert do subsistema descrito por
ρk, ρi,i+n o operador densidade (reduzido) das partículas i e i + n (que se encontram a uma
distância n) e ρi,i+n o das partículas complementares. G (2, n) é o emaranhamento entre um
par específico de partículas distantes de n e o resto da cadeia. Também pode-se definir uma










(N − n)G (2, n) . (4.8)
A primeira quantidade, G (2, n) representa o emaranhamento médio entre duas partículas
quaisquer a uma “distância” fixa n e o resto, medido pela entropia linear. Fazendo uma média
sobre todas as “distâncias" obtemos E(2)G que é o emaranhamento médio entre duas partícu-
las quaisquer independente de suas distâncias. Procedendo com a generalização define-se as
grandezas G (3, n1, n2) e E
(3)
G , e assim por diante, G (r, n1, n2, ..., nr−1) e E
(r)
G na qual agora tem-
























(N − n)! (n− 1)! (4.10)
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Nestas expressões n < N, a soma em E(n)G (ρ) é sobre todos os ik com a restrição que 1 ≤ i1 <
i2 < · · · < in−1 ≤ N − 1, assumimos i0 = 0 , ρj,j+i1,j+i2,··· ,j+in−1é a matriz densidade reduzida
das partículas j, j + i1, j + i2, · · · , j + in−1 e d e a menor dimensão entre as das partículas da
matriz densidade e aquelas traçadas.
Desta maneira dispomos de classes de emaranhamento global onde a medida de Meyer e
Wallach é o caso mais trivial, E(1)G = G (1). Note que esta definição é valida para sistemas com
espaços de Hilbert de qualquer dimensão e não somente para qubits como originalmente pro-
posto por Meyer e Wallach, mas sempre para estados puros. Pode-se estendê-la para estados
mistos através da convex roof mas seu cálculo se torna complexo; como todo tipo convex roof
measures. Em princípio, deve-se calcular todas as classes para ter um conhecimento completo
sobre o emaranhamento do estado. Todavia, em muitas casos, com conhecimento de umas
poucas classes já podemos avançar consideravelmente. Tome como exemplo os três estados
12Note que essa é a expressão corrigida em uma errata [206, 207].
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introduzidos acima, cujos valores de de G (2, 1) e E(2)G se encontram na Tab. 4.1. Podemos
observar que tanto G (2, 1) como E(2)G , ao contrário E
(1)
G , já são capazes de distinguir os três es-
tados. Vale a pena mencionar que estas classes de emaranhamento parecem estar relacionadas
com uma medida de emaranhamento multipartite proposta que é baseada em uma generali-




G G(2, 1) E
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Tabela 4.1: Comparação do Emaranhamento Global e sua generalização para três estados pa-
drões.
Vistas algumas das vantagens de uma extensão do Emaranhamento Global, investigamos
o comportamento de G (2, n) em nosso paradigma de transição de fase: o modelo de Ising.
Conforme constata-se da Fig. 4.10, G (2, n) tem um comportamento similar ao de E(1)G , atin-
gindo seumáximo no ponto crítico e evidenciando que o emaranhamento multipartite é máximo
na transição. Observa-se também que G (2, n) cresce com n saturando rapidamente. No ponto
crítico limn→∞ G (2, n) = 0, 675, valores maiores do que aqueles assumidos pelos três estados
mencionados acima no limite termodinâmico. Note, por último, que tanto a derivada de G (1)
como a de G (2, n) aparentam um comportamento singular na transição.


















Figura 4.10: Do lado esquerdo temos uma comparação entre G(1)(curva vermelha tracejada)
e G (2, 1) (curva sólida), mostrando que ambos são máximo no ponto crítico. Ao lado direito
graficamos G (2, n) para n = 1, 7 e 15 (de baixo para cima). Constata-se que o G (2, n) cresce
com n convergindo rapidamente. Note que na realidade no lado esquerdo temos duas curvas
para G (2, 1) representado seu limite inferior e superior, enquanto que do lado direito temos
os limites superiores de G (2, n). Estes detalhes serão explicados adiante.
Estes resultados, fornecem uma das primeiras evidências de que o emaranhamento multipartite é
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máximo no ponto crítico. Ademais a maximalidade deG (1) e G (2, n) indica uma distribuição do
emaranhamento, no sentido de que todos os spins da cadeia estão altamente correlacionados.
Obviamente que seria desejável obter tantos os G de “ordem” superior como os E(m)G , o que é
uma tarefa não trivial.
O comportamento de G (1) e G (2, n) fortalece a conjectura de Osborne e Nielsen de que,
devido as restrições no emaranhamento, no ponto crítico o multipartite deve ser favorecido
em detrimento do bipartite. Tais resultados foram publicados em [18, 209, 206] e logo em
seguida analisados em mais detalhes em [19, 207]. Deve-se comentar que após o primeiro
trabalho descobrimos que Scott [85], já havia chegado a generalização similar a partir de outra
motivação, apesar de não propor o estudo das funções G (r, n) mas somente de ErG. Recorde
ainda, que como mencionado no capítulo 2, Barnum [87] propõe uma grandeza mais abstrata
que engloba tais generalizações do emaranhamento global como casos especiais.
Até agora não entramos nos detalhes de como calcular G (1) e G (2, n). De suas expressões
fica claro que este dependem da matriz densidade reduzida de um e dois spins, respectiva-
mente. Por termos usado a entropia linear as expressões serão simples (essa é uma das vanta-
gens da entropia linear em relação a de von Neumann). Tais expressões e detalhes de cálculos
serão apresentados na próxima secção. De fato, a simplicidade destas expressões nos permitirá
ir muito além na relação entre G (2, n) e transições de fase, obtendo outros resultados gerais e
interessantes que fortalecem a importância dessa classe de medidas no estudo das transições
de fase [20, 210]: existe uma relação formal entre não analiticidades em G (2, n) e transições
de fase de primeira e segunda ordem, pode-se entender a origem da maximalidade de G (2)
e G (2, n), é possível definir um comprimento de Emaranhamento, entre outras coisas. Além
disso exemplificaremos algumas destes resultados analisando G (1) e G (2, n) no modelo XY.
Deve-se mencionar que, de forma paralela ao nosso trabalho, investigações similares en-
tre o emaranhamento entre dois spins e o resto utilizando a Entropia de Emaranhamento fo-
ram apresentadas por Chen e colaboradores e por Su e colaboradores[211, 212]. No entanto,
tais análises não apreciam estas grandezas como relacionadas ao emaranhamento multipartite
além de empregarem, erroneamente, estados simétricos, obtendo portanto a enganosa conclu-
são, de que o emaranhamento entre um ou dois spins e o resto da cadeia não é capaz de
sinalizar a transição de fase. Por outro lado, eles mostram que a forma como a derivada destas
medidas diverge no ponto crítico é logarítmica, e que tal divergência obedece a teoria de escala
para tamanhos finitos. Somma e colaboradores também analisaram o emaranhamento entre
dois spins e o resto, uma caso especial do Emaranhamento Generalizado, introduzido por eles,
na transição do modelo de Ising em um campo transverso. Contudo estes também utilizam
estados simétricos.
Adianto que por último investigaremos os efeitos da quebra espontânea de simetria no
emaranhamento bipartite e multipartite [21].
4.3 G (2, n) e sua Relação com TFQ de Primeira e Segunda Ordem
Trazendo a memória nossa singela revisão sobre emaranhamento e transições de fase, em 2004
Wu [155] demonstrou que para sistemas de partículas distinguíveis descritos por umHamilto-
niano com interações até de dois corpos e satisfazendo a uma série de hipóteses razoáveis: uma
descontinuidade na concorrência é necessária e suficiente para indicar uma transição de fase quânticas
de primeira ordem (TFQ1), enquanto que uma descontinuidade na, ou divergência da, primeira derivada
da concorrência é necessária e suficiente para indicar uma transição de fase quântica de segunda ordem
(TFQ2). Para provar tal afirmação os autores fazem uso do fato de que tanto a energia por
partícula (ε = E/N) como a concorrência, e portanto suas derivadas, dependerem da matriz
densidade reduzida de dois spins.
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Mais especificamente considere o caso do Hamiltoniano ser da forma
H = ∑
ij
U (i, j) , (4.12)
com U (i, j) representando todos os termos de um e dois corpos do Hamiltoniano associados
com as partículas i e j. Nessa eventualidade, a energia E = 〈ψ|H|ψ〉 é função do operador









U (i, j) ρij
]
. (4.13)
De fato o valor esperado de qualquer operador de dois corpos é uma função linear dos ele-
mentos de matriz do operador densidade reduzido de duas partículas, e logo as derivadas da
densidade de energia ε também serão. Para obter uma expressão para estas derivadas, deve-se
recordar que, quando |ψ〉 é um auto-estado do Hamiltoniano, que depende de um conjunto
de parâmetro {λk}, então
∂λ〈ψ|ψ〉 = (∂λ〈ψ|) |ψ〉+ 〈ψ| (∂λ|ψ〉) = 0. (4.14)
Disto temos que
∂λE = (∂λ〈ψ|) H|ψ〉+ 〈ψ|H (∂λ|ψ〉) + 〈ψ| (∂λH) |ψ〉 (4.15)
= E (∂λ〈ψ|) |ψ〉+ E〈ψ| (∂λ|ψ〉) + 〈ψ| (∂λH) |ψ〉 (4.16)

























(∂λU (i, j)) ∂λρij
]}
(4.19)
Assumindo que U (i, j) é uma função suave dos parâmetros do Hamiltoniano e que ρij é finito
no ponto crítico a origem de uma descontinuidade na derivada primeira da energia (descon-
tinuidade ou divergência na segunda derivada da energia) está no fato de que um ou mais
elementos de ρij (∂λρij) serem descontínuos (divergente) no ponto crítico, λ = λc.
Damesma forma que as derivadas da energia dependemde ρij, a concorrência13 é uma fun-
ção (não linear) dos elementos de ρij. Logo, pode-se relacionar as descontinuidade/divergência
na concorrência (na derivada da concorrência) com descontinuidades/divergências da energia
(na derivada primeira da energia) e vice-versa. Em particular assumindo que:
• (a) A TFQ1 (TFQ2) é associada a uma descontinuidade (descontinuidade ou divergência)
da primeira (segunda) derivada da energia do estado fundamental, a qual se origina,
exclusivamente, nos elementos de ρij e não na soma na Eq. 4.18 (Eq.4.19). De forma
similar, a descontinuidade na concorrência (ou na sua derivada) não advémde operações
de maximização envolvidas na sua definição, mas sim nos elementos de ρij.
• (b) No caso da TFQ1 (TFQ2) os elementos descontínuos de ρij presentes na Eq. 4.18 (os
elementos descontínuos ou divergentes de ∂λρij presentes na Eq. 4.19) não se anulam
acidentalmente, ou não se cancelam com outros termos presentes na expressão da con-
corrência (da derivada primeira da concorrência).
13Na Ref. [155] esta prova também é feita para a negatividade.
71 4.3. G (2, n) e sua Relação com TFQ de Primeira e Segunda Ordem
• (c) No caso de TFQ1 (TFQ2) os elementos descontínuos de ρij presentes (os elementos
descontínuos ou divergentes de ∂λρij presentes na derivada da) na concorrência não se
anulam acidentalmente ou se cancelam com outros termos da Eq. 4.18 (Eq. 4.19).
pode-se concluir que a relação é estrita e provar o teorema reproduzido no início desta secção:
Se a condição (a) é satisfeita então a TFQ1 resulta de uma descontinuidade de um ou mais ele-
mentos de matriz de ρij, tal como dado pela Eq. 4.18. Levando em conta a condição (b), a TFQ1
estará associada a uma descontinuidade na concorrência, a qual é portanto uma condição ne-
cessária para a TFQ1. Para provar a suficiência, considera-se a condição (a) para garantir que
a descontinuidade na concorrência se origina em um ou mais elementos de matriz de ρij. Da
condição (c) e Eq. 4.18 segue que uma TFQ1 ocorre. No caso de TFQ2, a condição (a) garante
que a descontinuidade ou divergência da energia origina-se um ou mais elementos de ∂λρij,
já que ρij deve ser contínuo. Considerando a condição (b), a TFQ2 será associada com uma
descontinuidade ou divergência na derivada primeira da concorrência, a qual portanto é uma
condição necessária para a TFQ2. Por outro lado, tem-se que a derivada da concorrência em
função de λ depende de ∂λρij. Logo, levando em conta a condição (a), uma descontinuidade
ou divergência na primeira derivada da concorrência deve ser causada por um dos elementos
de ∂λρij. Assumindo a condição (c), este comportamento singular e então suficiente para a
TFQ2, a qual segue da Eq. 4.19.
Fica claro que as três condições acima se destinama excluir ocorrências artificiais/acidentais
de não analiticidades. Por outro lado, uma divergência da derivada da concorrência impede a
ocorrência de uma máximo suave desta na transição, visto que esse exige que a derivada seja
nula. Ademais espera-se que a forma das divergências do emaranhamento sejam similares as
da energia e portanto herdem suas propriedades universais, tal como observado por Osterloh
[4].
Agora iremos mostrar que, de modo similar esta relação geral também pode ser estabele-
cida para G (2, n). Considerando G (2, n) como uma função do parâmetro λ, que “ajusta” a



























































então, uma descontinuidade em G(2, n) também sinalizará esta transição. Caso G (2, n) seja
contínuo e ∂λG (2, n) descontínuo ou divergente teremos um sinal de uma TFQ2. Neste sentido
G (2, n) é tão hábil quanto a concorrência em sinalizar uma TFQ. Note que estes resultados
só são válidos se as descontinuidades/divergências não se cancelarem acidentalmente com
outros termos (condições (b) e (c)). Uma vantagem de G(2, n) é que não necessitamos da
hipótese relacionada comdescontinuidades/divergências devido ao processo demaximização
que aparece na definição da concorrência. Ademais, com evidenciaremos adiante, G(2, n) será
útil na derivação de um comprimento de emaranhamento.
Particularizando para sistemas de dois-níveis podemos reescrever G(2, n) como14
14Isto se deve ao fato de que G (2, n) depende do operador densidade de duas partículas que por sua vez pode
ser escrito em termos das matrizes de Pauli. Esta “passagem” será melhor explicada na próxima sessão.
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com σαi , α = 1, 2, 3 os operadores de Pauli e σ
0
i a identidade 2x2. A partir desta expressão po-
demos observar que G(2, n) é completamente determinado a partir das funções de correlação
de um e dois pontos. Sempre que o sistema sofrer uma TFQ de segunda ordem com quebra
espontânea de simetria, esta será pronunciada em uma ou mais das funções de correlação e
portanto em G(2, n). Se a função de correlação dominante (com decaimento mais lento) decair
com uma lei de potência (〈σα0j σ
βo
j+n〉2 ∼ n−η) no ponto crítico (implicando um comprimento
de correlação divergente) e exponencialmente em sua vizinhança (〈σα0j σ
βo
j+n〉2 ∼ e−n/ξC) então,
assintoticamente, G(2, n) irá crescer da mesma forma. Para n≫ 1 podemos escrever
G (2, n) ≈ G (2,∞)− 〈σα0j σ
βo
j+n〉2/3. (4.23)
Então, perto do ponto crítico teremos
G (2, n) ≈ G (2,∞)− Ce2n/ξC , (4.24)
na qual, C é uma constante e G(2, n) cresce exponencialmente rápido saturando para n ≫
ξC/2. Disto podemos definir um comprimento de emaranhamento, proporcional ao compri-
mento de correlação, ξE = ξC/2, que representa a distância até onde o emaranhamento entre
dois spins e o resto da cadeia cresce com a distância n. Este comprimento de emaranhamento
também diverge no ponto crítico com o mesmo expoente de ξC,
ξE ∼ |λ− λc|−ν. (4.25)
No ponto crítico, para n ≫ 1
G (2, n) ≈ G (2,∞)− C′n−2η (4.26)
com C′ uma outra constante e G(2, n) crescendo com uma lei de potência sendo esta duas vezes
maior que a da função de correlação.
Conforme exposto, G(2, n) herda todas as propriedades universais das funções de corre-
lação. Além disso, o fato de G(2, n) escalar com n no ponto crítico é uma indicação de que
o emaranhamento está mais distribuído no sistema (quaisquer dois spins estão emaranhados
com o resto) no ponto crítico do que fora deste. Portanto o emaranhamento multipartite se-
ria favorecido no ponto crítico, evidenciando a conjectura de Osborne. Enfatizamos que este
resultado é totalmente geral e válido para qualquer sistema de dois-níveis com uma TFQ de
segunda ordem. Na próxima sessão iremos exemplificar estes resultados usando o modelo XY
além de estudar o comportamento de G (2, n) em si.
4.4 Emaranhamento Global no Modelo XY
Para o cálculo de G (2, n) necessitamos15 do operador densidade (reduzido) de dois spins,
sendo este uma matriz 4 × 4 que pode16 ser escrita em termos de produtos tensoriais das












15Note que devido a invariância translacional do modelo XY, G (2, n) = G (2, n).
16Na base dos auto-estados de σz, muitas vezes denominada base computacional.








j ρi,j] = 〈σαi ⊗ σ
β
j 〉. (4.28)
Logo fica claro que ρi,j depende das funções de correlação de um e dois pontos e que con-
seqüentementeG (2, n) pode ser escrito em termos destas funções de correlação de uma forma
simples. Devido à simetria por translação espacial, ρij depende somente da distância n = |i− j|
entre os spins e 〈σαi σ
β




n . Lembrando que ρij é Hermitiano e tem traço uni-
tário temos nove elementos independentes de ρij que são funções das nove possíveis funções
de correlação de um e dois pontos (pαβn = p
βα
n ). Este número pode ser reduzido ainda mais se
utilizarmos as simetrias do Hamiltoniano. A rotação global de π em torno do eixo z exige que
〈σx(y)i 〉 = 〈σxi σ
y




j 〉 = 0 na fase paramagnética (λ ≤ 1), sobrando quatro ele-
mentos: 〈σzi 〉 e 〈σαi σαj 〉 com α = x, y, z. Na fase ferromagnética (λ > 1) isto não é mas válido, já
que as simetrias do Hamiltoniano não são preservadas pelo estado fundamental e precisamos
obter as nove funções de correlação de um e dois pontos. As quatro funções de correlação que
aparecem na fase paramagnética mais as magnetizações nas direções x e y foram obtidas em
[119, 120] e exibidas na Sec. 3.7. Sobram assim as três funções de correlação não diagonais.
Pode-se argumentar que ρij é real, dado que o Hamiltoniano também é, e utilizar este fato
para eliminar pxy e pyz já que ambas aparecem na matriz densidade reduzida, multiplicados
pelo número imaginário i. No entanto, tal raciocínio pode ser enganoso, já que esta “sime-
tria” pode não ser preservada no limite termodinâmico. Como contra exemplo, considere o
Hamiltoniano de Ising com o acoplamento entre primeiros vizinhos na direção y e o campo
transverso na direção z (γ = −1). Na fase ferromagnética 〈σy〉 assumiria um valor finito, im-
plicando em elementos imaginários em ρij, apesar do Hamiltoniano ainda ser real. Felizmente
expressões exatas para as três funções de correlação não diagonais foram obtidas por John-
son e Mc Coy [213]. Em realidade, eles calcularam a função de correlação de não equilíbrio
dependente do tempo, 〈σyi (0) σzj (t)〉 e 〈σxi (0) σzj (t)〉, mostrando que para qualquer tempo t,
〈σyi (0) σzj (t)〉 = 0 para todos os valores de γ e λ; logo p
yz
n = 0. Para 〈σxi (0) σ
y
j (t)〉 encontra-
ram que o termo dominante para n ≫ 1 em ambas as fases é linear em t, sugerindo que pxyn
deva ser exatamente zero. De fato, cálculos numéricos para pequenas cadeias confirmam tal
hipótese, conforme relatado por André P. Viera em uma comunicação pessoal. A última cor-
relação não diagonal, pxzn , também foi obtida, porém em termos de integrais imaginárias com
expressões complexas que dificultam uma cálculo explícito. Todavia, pode-se lograr limites
para esta impondo, a positividade dos autovalores de ρij. Considerando um dos autovalores
como uma função de pxzn resulta em uma polinômio de segundo grau com segunda derivada
negativa (isto foi checado numericamente para diversos valores de λ entre 0 e 3 e para γ entre
0.1 e 1). Isto permite obter limites inferiores e superiores para os valores de pxzn , os quais são
ilustrados na Fig. 4.11. Completa-se assim, a construção da matriz densidade reduzida de dois
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e a partir da qual se pode proceder ao cálculo do emaranhamento.
A partir do exposto acima, calculamos G (1) e G (2, n), os quais tem a seguinte forma
G(1) = 1− 〈σxj 〉2 − 〈σzj 〉2 (4.29)
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Figura 4.11: Limites superiores (curva sólida) e inferiores (curva tracejada) para a correlação
〈σxi σzj 〉 no caso Ising (curva preta/inferior) e de γ = 0.2 (curva vermelha/superior), obtidos
impondo a positividade de um dos autovalores de ρij. Note que os limites são próximos e
portando permitem visualizar o verdadeiro comportamento da correlação.
e
G (2, n) = 1− 1
3
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Na Fig. 4.12 pode-se observar o comportamento do emaranhamento global, E(1)G = G (1) =
G (1), no modelo XY em função de λ e γ. Constata-se que: o emaranhamento multipartite é
máximo no ponto crítico para qualquer valor da anisotropia γ e não só no Ising, sendo capaz
de marcar todo o diagrama de fases. Antes de exibir os resultados para G (2, n) alertamos que
apesar de G (1) e G (2, n) serem expressões simples das funções de correlação, eles fornecem
mais informação do que estas sozinhas.
Em relação à primeira generalização não trivial do emaranhamento global, G (2, 1), observa-
se na Fig. 4.13 que este também é máximo no ponto crítico do modelo XY. Na verdade nesta
figura temos o limite superior de G (2, 1). Igualmente pode-se constatar que ao nos aproxima-
mos do modelo XX (γ → 0) o emaranhamento no ponto crítico tende a diminuir e a região
mais favorável em termos de emaranhamento se torna a fase ferromagnética. Um outro fato
que não fica tão evidente nestas figuras é que no segundo ponto crítico o emaranhamento é
nulo. Este fato já foi observado em medidas bipartites (concorrência) [192] e concorda com
resultados anteriores de que neste ponto temos um estado totalmente separável. Por último
exibimos o comportamento de G (2, n) para n = 1, 2 e 3 quando γ = 0.6 (Fig. 4.14) mostrando
que o emaranhamento entre dois spins, distantes entre si, e o resto da cadeia também é má-
ximo na transição. Igualmente verificamos o mesmo comportamento para outros valores da
anisotropia γ. Também pode se notar que G (2, n) cresce com com o valor da distância n.
As conclusões acima sobre G (2, 1) foram obtidas a partir de seu limite inferior mas são vá-
lidas de maneira geral já que os limites inferior e superior obtidos usando os limites superior
e inferior, respectivamente, de pxzn estão bem próximos como pode ser visto na Fig. 4.15. Neste
gráfico temos os limites superiores (curva sólida) e inferiores (curva tracejada) de G (2, 1) para
três valores de anisotropia:γ = 1 (vermelho), 0.6 (azul) e 0.2 (preto). Pode-se ver que os li-
mites se distinguem somente para γ = 0.2 mostrando que o comportamento de G (2, 1) está
representado no seu limite superior (ou inferior).
Estas características de G (1) e G (2, n) evidenciam que tantos pares de spins como spins









































































Figura 4.13: Limite superior de G (2, 1)como função de λ e γ.
sozinhos estão maximamente emaranhados com o resto da cadeia no ponto crítico. E mais,
o aumento do valor de G (2, n) com n e o fato de serem todos máximos no ponto crítico in-
dica que na transição de fase a distribuição do emaranhamento e favorecida pelo aumento
de todos os tipos de emaranhamento multipartite. Como veremos adiante G (2, n) satura ex-
ponencialmente com n o que nos permite mostrar que E(2)G é máximo no ponto crítico. Estes
resultados reforçam a conjectura de Osborne [3] de que no ponto crítico o emaranhamento
multipartite deve ser máximo, e que devido a monogamia do emaranhamento isto ocorreria
em detrimento do emaranhamento bipartite.
A causa de G (1) e G (2, n) serem máximos no ponto crítico pode ser atribuída ao compor-
tamento da magnetização 〈σx〉, visto que esta é a única função contida nas Eqs. 4.29 e 4.30
que não varia suavemente nos arredores do ponto crítico (veja as Figs. 3.5 e 3.6). Da mesma
maneira é possível atribuir a não maximalidade da concorrência à sua não dependência da
magnetização; não dependência que iremos discutir mais adiante na secção que segue.
Por fim, exemplificaremos os resultados gerais obtidos na sessão anterior para o modelo
XY. Iniciamos com a análise da derivada primeira de G (2, 1) na Fig. 4.16, a qual indica a
presença de uma divergência na derivada de G (2, 1) no ponto crítico conforme previsto.
Capítulo 4. Emaranhamento e Transições de Fase Quânticas 76











Figura 4.14: Limite inferior de G (2, n) para γ = 0.6 e para três valores de n: n = 1(sólida),
n = 2(tracejada), n = 7(tracejada longa)








Figura 4.15: Limites superiores (sólida) e inferiores(tracejada) de G (2, n) para três valores de
anisotropia: γ = 1(vermelho), 0.6(azul) e 0.2 (preto).
Utilizando a forma assintótica das funções de correlação do modelo XY, a saber:
〈σxj σxj+n〉 ∼ n−1/2λn2 , (4.31)
〈σyj σ
y
j+n〉 ∼ n−3/2λn2 , (4.32)
e
〈σzj σzj+n〉 ∼ 〈σz〉2 − n−2λ2n2 (4.33)
na fase paramagnética, com λ2 = (1/λ−
√
1/λ2 − (1− γ2))/(1− γ), enquanto que
〈σxj σxj+n〉 ∼ n−1/4, (4.34)
〈σyj σ
y
j+n〉 ∼ n−9/4, (4.35)
e
〈σzj σzj+n〉 ∼ 〈σz〉2 − n−2 (4.36)
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Figura 4.16: Derivada de G (2, 1)para três valores de anisotropia: γ = 1(vermelho), 0.6(azul) e
0.2 (preto).
no ponto crítico. Fica evidente que a função de correlação dominante está na direção x. Deste
modo, podemos escrever, no limite de n≫ 1,
G (2, n) ∼ G (2,∞)− 〈σxj σxj+n〉2/3 (4.37)
de tal modo que
G (2, n) ∼ G (2,∞)− Cn−1λ2n2 , λ < λc (4.38)
e
G (2, n) ∼ G (2,∞)− C′n−1/2, λ = λc. (4.39)
Destas expressões podemos ver que G (2, n) cresce exponencialmente fora do ponto crítico e
como uma lei de potência neste último. O comprimento de correlação é dado por ξE =
γ
2(1−λ) ,
na qual usamos que λ2 ≈ 1+ (λ− 1)/γ.
Portanto, mostramos que o emaranhamento multipartite dado por G (1) e G (2, n) é útil no
estudo de transições de fase quânticas. Estas medidas também contam com a vantagem de se-
rem de fácil obtenção já que se necessita somente das matriz densidade reduzida de dois spins
ρij. Este tipo de medida tem recebido o nome de medida local de emaranhamento devido ao
fato de só depender de quantidades locais; ρij. A princípio, pode-se imaginar que umamedida
de emaranhamento multipartite deveria depender de grandezas não locais. Contudo a expe-
riência acumulada em física de muitos corpos nos ensina que muito se pode aprender a partir
das funções de correlação de dois pontos, mesmo sobre propriedades globais17. Portando es-
peramos que G (2, n) possa sim nos fornecer informação sobre o emaranhamento multipartite.
Ainda mais, vimos que G (2, n) herda integralmente o comportamento não analítico dos ele-
mentos da matriz densidade reduzida de dois spins, o que possibilita estabelecer uma relação
geral entre divergências nas derivadas da energia, as quais sinalizam a transição, e G (2, n) ou
suas derivadas. Ou seja, G (2, n) e/ou suas derivadas têm a capacidade de sinalizar a transição
tal como medidas bipartites, com exceção dos casos onde cancelamentos acidentais ocorrem.
Para o caso específico do modelo XY vimos que tanto G (1) como G (2, n) são máximos no
ponto crítico. Por último repare que no limite do modelo XX a fase ferromagnética exibe mais
17Até mesmo ousaria dizer que, este fato é o que possibilita um entendimento de sistemas de muitos corpos e
que quando este não é o caso não se pode avançar muito no problema.
Capítulo 4. Emaranhamento e Transições de Fase Quânticas 78
emaranhamento do que o ponto crítico, fato igualmente observado para o emaranhamento
bipartite entre dois spins (ver adiante). Este comportamento deve ser contrastado com o da
magnetização e das funções de correlação (Figs. 3.5 e 3.6), as quais no limite do modelo XX
assumem valores inferiores aos do limite Ising. Em particular 〈σx〉 e 〈σz〉 expõem o conhecido
fenômeno de que na fase ferromagnética a magnetização é destruída pelas flutuações quânti-
cas conforme a anisotropia é variada na direção do Hamiltoniano XX. Portanto é confortante
saber que o indicador do “caracter quântico” de fato se amplifica quando nos se aproximamos
do modelo XX. Este atributo destaca as diferenças entre correlações clássicas e quânticas no
modelo XY. Logo, embora as funções de correlação envolvam correlações clássicas e quânti-
cas, uma combinação adequada delas pode revelar seu conteúdo de emaranhamento.
4.5 Efeitos da quebra de Simetria no Emaranhamento Bipartite
Uma das características mais marcantes de muitas transições de fase é a ocorrência da quebra
espontânea de simetria, na qual uma das simetrias do Hamiltoniano não e realizada no estado
do sistema. De fato esta é a origem do surgimento de umparâmetro de ordem local, observável
e macroscópico que caracteriza o estado microscópico. No entanto, como enfatizamos no Cap.
3, obter a quebra de simetria não é trivial
Apesar da importância e beleza da quebra espontânea de simetria muitos trabalhos que
analisam o emaranhamento em transições de fase não levam esse efeito em conta. Isto porque
é possível definir estados fundamentais que preservam a simetria do Hamiltoniano, uma su-
perposição dos estados commagnetização positiva e negativa, por exemplo, para omodelo XY.
Contudo estes estados seriam “gatos de Schrodinger”, ou seja superposições macroscópicas,
sem significado físico, dado que não são encontradas na natureza.
Uma das primeiras análises do efeito da quebra de simetria no emaranhamento foi feita por
Syljuaasen em 2003 [149], onde semostrou que a quebra de simetria não afetava a concorrência
entre dois spins da cadeia de Ising e XXZ. Ali se inicia argumentando que a influência da que-
bra da simetria sobre a concorrência não tem resposta geral. Antes de proceder ao argumento,
lembramos que a concorrência de um estado puro |ψ〉 é dada por |〈ψ|σy ⊗ σy|ψ∗〉| = |〈ψ|ψ̃〉|;
de fato é definida desta maneira [28]. Agora, suponha um estado obtido a partir da mistura
clássica de dois estados puros de mesma concorrência: ρ = (ρ+ + ρ−) /2 com ρ± = |ψ±〉〈ψ±|.
Podemos pensar nos dois estados |ψ±〉 com as duas realizações da quebra de simetria (os dois
possíveis valores para a magnetização) e ρ como um estado simétrico que não quebra a sime-
tria do Hamiltoniano. Facilmente obtém-se que os autovalores da matriz R = ρρ̃, os quais
dão a concorrência do estado misto ρ, são: |c± |d|| com c = |〈ψ+|ψ̃+〉| = |〈ψ−|ψ̃−〉| (as con-
corrências são iguais) e d = |〈ψ+|ψ̃−〉|. Disto segue que a concorrência do estado simétrico
fica:
C (ρ) = min {c, |d|} . (4.40)
Já a concorrência do estado não simétrico é c, por suposição. Logo, a concorrência do estado
simétrico só é igual a do com simetria quebrada quando |〈ψ+|ψ̃+〉| ≤ |〈ψ+|ψ̃−〉| (c ≤ d) .
Portanto necessitamos saber informações específicas sobre o estado estudado. Dito isto se
inicia a análise dois modelos. Ao menos em relação ao emaranhamento é muito mais fácil se
obter resultados dos estados simétricos, isso porque amatriz densidade reduzida de dois spins
ρij é mais simples contendo elementos nulos já que 〈σx〉 = 0. Nesse caso tanto os autovalores
de ρij como os de R = ρρ̃ são expressões simples dos elementos da matriz e pode-se obter,
para o o caso do modelo XY (e demais com as mesmas simetrias) que
C (n) = max
{
0,C′ (n) ,C′′ (n)
}
(4.41)
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)
. (4.43)
Esta expressão geral (independente dos valores das correlações) pode ser escrita impondo a
positividade de ρij e o fato de que os autovalores de R são números reais. Além do fato de que
estes autovalores são funções simples dos elementos de matrizes. No caso da matriz R nos
defrontamos com uma equação de terceiro grau que se fatoriza em uma de primeiro e outra
de segundo grau.
No caso dos estados com simetria quebrada o cálculo da concorrência não é tão simples
devido ao fato de que a equação de terceiro grau não se fatora mas. Ainda assim, esta pode
ser resolvida exatamente, contudo as expressões obtidas não são muito iluminadoras, o que
impossibilita uma análise geral. A via encontrada em [149] foi formular uma condição sobre
os coeficientes da equação cúbica para que a concorrência se mantenha constante. Após um



























− 1 > 0 (4.44)
para que a concorrência entre os spins i e j não mude com a quebra da simetria, condição
que é satisfeita pela cadeia de Ising. Isto justifica o uso das expressões simples do estado
simétrico no cálculo de emaranhamento de estados não simétricos. É possível imaginar se
utilizando as expressõesmais simples da negatividade não poderíamos obter mais informação
sobre o comportamento do emaranhamento bipartite. Infelizmente os autovalores de ρij e se
sua transporta parcial também resultam em expressões de difícil análise.
Apesar de Syljuaasen só analisar o modelo Ising (além do XXZ) a condição obtida é igual-
mente válida para o modelo XY já que ρij tem a mesma forma. Utilizando as expressões exatas
das funções de correlação obtive o lado esquerdo da Eq. 4.44, conforme mostrado na Fig. 4.17
para os seguintes valores de anisotropia: γ = 1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2. Pode-se constatar a validade
da condição para o modelo de Ising e sua violação para o modelo XY. Ou seja, a concorrência é
afetada pela quebra de simetria quando há um anisotropia na direção do “acoplamento” entre
spins. Mais do que isso, tal influência não ocorre logo após a quebra da simetria dar-se, senão
somente no segundo ponto crítico. Visto isso, parte-se para a obtenção da concorrência nos
dois casos a fim de saber a magnitude dessa diferença.
Usando as expressões mostradas para o estado simétrico e as obtidas para o não simé-
trico(mas não apresentadas por sua complexidade) calculamos a concorrência em ambos os







estamos empregando limites superiores e inferiores neste, o que resulta em valores limites para
a concorrência. Primeiro exibimos o limite inferior da concorrência entre primeiros vizinhos
para alguns valores de γ; lado esquerdo da Fig. 4.18. Na mesma figura, ao lado direito, temos
os limites inferior e superior do estado não simétrico junto com o simétrico. Pode-se verificar
o fato, já conhecido, de que a concorrência não é máxima no ponto crítico e que os limites são
próximos permitindo caracterizar o verdadeiro comportamento da concorrência. Esta varia
mais abruptamente no segundo ponto crítico do que no primeiro, onde a quebra de simetria
ocorre, e decai após este se anulando no segundo ponto crítico, acontecimento já relatado em
[192]. Também se observa de que limite de pequenos campos magnéticos (λ≫ 1) o emaranha-
mento se reduz com o aumento da anisotropia γ indo a zero no limite Ising onde teríamos um
estado separável com todos os spins na direção do acoplamento. Por outro lado conforme nos
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Figura 4.17: Lado esquerdo da 4.44 para o modelo XY, mostrando a condição para que a con-
corrência não se altere com a quebra de simetria: a curva deve estar no lado positivo do eixo y.
Observe que a condição é violada para valores finitos da anisotropia γ e que isto ocorre justa-
mente no segundo ponto crítico,λc2 = 1/
√
1− γ2, indicado por uma pequena barra vertical.













Γ=1.0 H LB L
Γ=0.8 H LB L
Γ=0.6 H LB L
Γ=0.4 H LB L
Γ=0.2 H LB L
Γ=0.1 H LB L















Γ=0.4 H LB-UB L
Γ=0.4 H Sym L
Γ=0.2 H UB L
Γ=0.2 H LB L
Γ=0.2 H Sim L
Figura 4.18: Ao lado esquerdo temos o limite inferior da concorrência entre primeiros vizinhos






. No limite de pequenos campos magnéticos (λ ≫ 1) o
emaranhamento se reduz com o aumento da anisotropia γ indo a zero no limite Ising onde
teríamos um estado separável com todos os spins na direção do acoplamento. No lado direito
temos os limites inferior e superior além do valor para o caso simétrico. Note que para grande
parte dos valores de γ a diferença entre os limites é irrisória .
aproximamos do modelo XX (γ → 0), a concorrência diminui na fase desordenada (λ < 1),
sendo nula no primeiro ponto crítico, e aumenta na fase ordenada (λ > 1).
Notavelmente a discrepância entre os estados simétricos e não simétricos, em contraste
com o que se esperaria, se dá unicamente após o segundo ponto crítico onde as funções de
correlação se aproximam de seu limite de forma oscilatória. Portanto, a quebra espontânea
de simetria, a qual ocorre já no primeiro ponto crítico, não influência o emaranhamento bi-
partite entre dois spins. Mesmo após o segundo ponto crítico a diferença entre os estados é
mínima se tornando mais pronunciada somente no limite Ising, γ → 0, onde o estado simé-
trico contémmenos emaranhamento bipartite que o não simétrico. Por fim, pode ser dizer que
a “origem” do emaranhamento é diferente nos dois estados dado que no caso simétrico no
segundo ponto crítico há um cruzamento entre os dois maiores autovalores de R, que resulta
na troca de C′ (n) por C′′ (n) como a expressão da concorrência (veja o lado esquerdo da Fig.
4.19). Isto foi interpretado [214] como uma alteração no tipo de emaranhamento presente no
estado fundamental. Todavia quando se emprega o estado não simétricos o cruzamento entre
os dois maiores autovalores de R já não ocorre, como mostrado no lado direito da Fig. 4.19.
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Figura 4.19: No lado esquerdo tem-se a raiz quadrada dos autovalores da matriz R (para γ =
0.8) usados na obtenção da concorrência para o estado simétrico. Há um cruzamento entre os
dois maiores autovalores no segundo ponto crítico. Ao lado direito os mesmo autovalores para
o caso não simétrico, no qual não temos a presença do cruzamento mencionado anteriormente.







, mas não há diferença visível quando se utiliza o limite inferior.
Conclusões similares podem ser derivadas do comportamento da negatividade, posto que
estas têm curvas bem semelhantes das já mostradas para a concorrência. Aqui só apresento
a negatividade entre primeiros vizinhos do estado simétrico como função de λ e γ na Fig.
4.20 com o intuito de melhor ilustrar o comportamento geral do emaranhamento bipartite
como função do campo magnético e da anisotropia. Tal como para a concorrência, o valor da


















Figura 4.20: Negatividade entre primeiros vizinhos do estado simétrico. Pode-se ver de forma
melhor o comportamento descrito para o emaranhamento bipartite através da concorrência.
Passando ao estudo do emaranhamento entre spins não primeiro vizinhos, computamos
a concorrência entre segundos vizinhos, C (2), para o estado não simétrico. Os limites inferi-
ores para alguns valores de anisotropia é mostrado no lado esquerdo da Fig. 4.21, enquanto
que o limite superior e o caso simétrico também é mostrado no lado direito da mesma figura.
Focando no comportamento em relação a anisotropia repara-se que em oposição a C (1), C (2)
primeiramente aumenta na fase paramagnética (λ < 1) conforme partimos do modelo Ising
em direção ao XX. Já para pequenos valores do campo magnético temos o mesmo comporta-
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mento de C (1). Em relação aos efeitos da quebra de simetria, nosso principal objeto de estudo,
a diferença entre os estados simétricos e não simétricos é mais pronunciada. Disto resulta que
enquanto o emaranhamento do estado simétrico é nulo após um certo valor de λ o do estado
não simétrico permanece finito. Deve-se mencionar que para valores de anisotropia γ > 0.2
os limites são mais próximos.













Γ=0.4 H LB L
Γ=0.6 H LB L
Γ=0.8 H LB L












Γ=0.2 H Sym L
Γ=0.2 H LB L
Γ=0.2 H UB L
Figura 4.21: Ao lado esquerdo: limite inferior da concorrência do estado não simétrico de







No lado direito tem-se os limites inferior, superior e o caso simétrico para anisotropia γ = 0.2.
A negatividade entre segundos vizinhos, N (2), apresenta comportamento similar ao da
concorrência, mas com valores menores na região de pequenos campos magnéticos (λ≫ 1).
Na Fig. 4.22 graficamos N (2) do estado simétrico como função de γ e λ. Repare que no
estado simétrico a negatividade (e também a concorrência) é nula para valores suficientemente


















Figura 4.22: Negatividade entre segundos vizinhos para o estado simétrico.
Também estudamos a concorrência e negatividade entre spins separados por dois e três
sítios, obtendo comportamento similar a C (2) e N (2), com a única diferença de que os valo-
res assumidos são muito menores e decaem com o aumento da distância. Em relação a essa
diminuição deve se atentar ao fato de que os valores da concorrência e negatividade para se-
gundo vizinhos são significantemente menores dos que os para primeiros vizinhos, ou seja, o
emaranhamento bipartite está concentrado nos primeiros vizinhos.
Um último fato que gostaria de mencionar sobre o emaranhamento bipartite é sobre as
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origens das não analiticidades da concorrência e da energia por sítio do estado fundamental.









∂λ [(ρ)22 + (ρ)44]
e
C (1) = 2 [(ρ)41 − (ρ)22]
com C (1), a concorrência para o estado simétrico. Conforme argumentando em [155] tanto
∂2λε como ∂λC (1) exibem comportamento crítico através de sua dependência em ∂λ (ρ)22, visto
que (ρ)41 é bem comportado; (ρ)44 também diverge, porém de forma mais fraca que (ρ)22.
Mirando para as funções de correlação observamos que a divergência de ∂λ (ρ)22, vem da
correlação na direção z: (ρ)22 = 1− pzz. No entanto (ρ)44 também tem uma dependência em






Por isso, em termos das funções de correlação, o comportamento crítico de ∂2λε é originado em
pz enquanto o de ∂λC (1) vem de pzz; (ρ)41 = p
xx − pyy não cancela a divergência de pzz.
Em suma, baseado nessas medidas, pode-se dizer que existe mais emaranhamento bipar-
tite nas cercanias do primeiro ponto crítico quando nos aproximamos do modelo de Ising,
enquanto que no limite do modelo XX o emaranhamento e mais pronunciado na fase ferro-
magnética. Espera-se que este comportamento se mantenha para C (n) e N (n) quando n > 3,
recordando que o valor de n para qual a concorrência tem um valor finito aumenta com 1/γ.
Finalmente, deve-se enfatizar que a concorrência não varia com a quebra espontânea da sime-
tria no modelo de Ising, ou seja, esta não sofre influência no processo de quebra de simetria,
embora seja capaz de sinalizar a transição através da divergência de sua derivada primeira.
Por outro lado, no modelo XY, a concorrência é diferente para estados simétricos e não simé-
tricos. Porém essa diferença se manifesta exclusivamente após o segundo ponto crítico, não
como um resultado da quebra de simetria que ocorre no primeiro ponto crítico. Portanto mos-
tramos que para o modelo XY a transição de fase com quebra espontânea de simetria não afeta
o emaranhamento bipartite, ou seja em torno do ponto crítico a concorrência não depende da
magnetização do sistema. Isto é uma possível explicação para esta não ser máxima no ponto
crítico, em contraste com o emaranhamento multipartite.
4.6 Efeitos da quebra de Simetria no Emaranhamento Multipartite
Considerado os efeitos da quebra de simetria sobre o emaranhamento bipartite, prosseguimos
a análise destes efeitos sobre o emaranhamento multipartite. Iniciamos com o exame de G (1),
mostrado ao lado esquerdo na Fig. 4.23 para dois valores da anisotropia; γ = 1 e γ = 0.4.
Pode-se perceber que em ambos os casos o estado simétrico (curva tracejada) não exibe um
máximo no primeiro ponto crítico, senão cresce monotonicamente com λ. Tal comportamento
é similar em G (2, 1), lado direito da Fig. 4.23. O elemento crucial aqui é que tanto a mag-






se anulam na região λ > 1 para o caso simétrico,
sendo a primeira a responsável pela diferença entre o caso simétrico e não simétrico. Para ve-
rificar isso, fez-se 〈σx〉 igual a zero na expressão de G (2, 1) para o caso com simetria quebrada
e verificou-se que o resultado e similar ao do caso simétrico. Isto indica que a magnetização
é a principal causa da maximalidade de G (1) e G (2, 1) na transição e da disparidade entre
os estados simétricos e não simétricos. Portanto conclui-se que que o emaranhamento multi-
partite dado por G (1) e G (2, 1) é substancialmente influenciado pela quebra espontânea de
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simetria, em confronto com o que ocorre com o emaranhamento bipartite. Ademais note que
tal emaranhamento multipartite não é capaz de sinalizar a transição quando estado simétricos
são utilizados.
Devemos mencionar, que quando estávamos concluindo este ultimo trabalho, um exame
dos efeitos da quebra espontânea da simetria no emaranhamento bipartite, foi apresentada em
[215].

























Figura 4.23: Comparação de G (1) (lado esquerdo) e G (2, 1)(lado direito) no estado simétrico
(curva tracejada) e com simetria quebrada (curva sólida) para o modelo XY com dois valores
de anisotropia γ. No caso não simétrico de G (2, 1) se utilizou o limite inferior.
Capítulo 5
Aproximação de Estados Críticos
usando Estado de Produtos de Matrizes
5.1 Introdução
A descrição de sistemas de muitas partículas é um problema complexo em muito devido ao
fato de que o tamanho do espaço de Hilbert, e portanto o número de coeficientes necessários
para descrever o vetor de estado, cresce exponencialmente com o número de partículas. Por
exemplo, considere um sistema de N partículas, cada uma descrita em um espaço de Hilbert
de dimensão d. Neste caso o espaço de Hilbert descrevendo o sistema conjunto tem dimensão






Consequentemente, na maioria dos casos, a obtenção da solução exata é muito custosa, ou
mesmo impossível. Logo se faz necessário recorrer a aproximações e/ou simulações numéri-
cas. Para as últimas, deve-se usar engenhosos algoritmos que explorem nosso conhecimento
das interações relevantes, já que uma simulação exata tampouco é praticável. Nessa situação
é difícil separar o que é a limitação absoluta inerente da aproximação do que é um artefato do
algoritmo utilizado. É interessante reparar que esse aumento exponencial que dificulta a vida
do Físico de Matéria Condensada ao mesmo tempo permite a existência dos estados emara-
nhados tão “admirados” e úteis em Teoria de Informação Quântica. De fato arriscaria dizer
que são os estados emaranhados o maior obstáculo da Matéria Condensada.
Uma primeira informação de que se pode fazer uso em tentativas de aproximação é re-
cordar que, em geral, estamos interessados em estudar sistemas físicos presentes na natureza
que, por sua vez, são gerados por Hamiltonianos locais. Segundo Pérez-Garcia e colaboradores
[216], os estados gerados por tais Hamiltonianos não estão distribuídos de maneira uniforme
no espaço de Hilbert (devem ser um sub-espaço pequeno deste1) e portanto seria interessante
ter uma representação dos estados de muitas partículas que são gerados por interações locais.
Como veremos, os Estados de Produto de Matrizes ou Matrix Product States (MPS) apontam
nesta direção.
Os MPS são estados cujos coeficientes da expansão de |ψ〉 em uma certa base pode ser
expresso como um produto de matrizes Ai de dimensões D× D:
ci1,i2,..,iN = tr[A
i1Ai2 ...AiN ] (5.2)
1A idéia desse argumento, apesar de não explicitada pelos autores de [216], parece ser a de que: dado um
sistema de N partículas, dentre todos os possíveis Hamiltonianos, os com interações locais são uma pequena parte.
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e assim por diante. Deste modo,
para descrever estes estados necessitamos de somente dD2 parâmetros2, o que faz o cálculo
de valores esperados mais simples. Os estados descritos acima são invariantes por translação,









com A[k]ik uma matriz Dk × Dk+1. Neste caso podemos ter matrizes de diferentes dimensões,
mas definindo D = maxk Dk fica claro que teremos em torno de NdD2 parâmetros, ou seja,
estes crescem linearmente com o número de partículas e não exponencialmente (para D fixo).
Na verdade, em 2003 Vidal [6] mostrou que qualquer estado de um sistema unidimensional
pode ser escrito desta maneira fazendo Dk suficientemente grande (Dk ≤ dN/2). Deste modo
os MPS devem ser vistos como um representação de estados e não como um ansatz para apro-
ximações. Geralmente, esperamos que o tamanho das matrizes cresça exponencialmente com
o número de partículas, destruindo a utilidade da representação em MPS. Entretanto, sabe-se
que o valor necessário de Dk está relacionado ao grau de emaranhamento do sistema. Isto
pode ser motivado ao notarmos que o emaranhamento entre um bloco qualquer e o resto da
cadeia de um MPS está limitado a logD (isto ficará mais claro a seguir). Portanto sistemas
pouco emaranhados terão uma descrição MPS eficiente. Para definir melhor a terminologia
denominaremos MPS os estados que possuem uma representação da forma acima eficiente,
no sentido de possuírem um valor de D moderado. Na próxima secção detalharemos estes
fatos como também introduziremos outros sobre os MPS. Só não posso deixar de adiantar que
MPS invariantes por translação possuem funções de correlação que decaem exponencialmente
(para D finito), e portanto, não devemos esperar que eles sejam capazes de aproximar estados
com correlações de longo alcance.
Apesar de se poder provar que qualquer estado admite uma representação da forma MPS,
o maior interesse nestes está em utilizá-los como aproximações a estados fundamentais de
Hamiltonianos. De fato, sabe-se desde 1995 [217], que o Grupo de Renormalização de Matriz
Densidade (Density Matrix Renormalization Group, DMRG) é um método variacional dentro da
classe dosMPS. Deste modo, por um lado, o sucesso do DMRGmostra o poder dosMPS como
ansatz para aproximar estados fundamentais ao mesmo tempo que o entendimento destes for-
nece uma explicação das limitações do método [5].
É imprescindível mencionar que os MPS foram introduzidos no início de 1987 por Affleck,
Kennedy, Lieb e Tasaki [16, 218], quando este foram capazes de dar um exemplo da conjectura
de Haldane e ali denominados “valence bond states”. Estes depois foram generalizados e
formalizados por Fannes, Nachtergaele e Werner [17] no estudo dos “Finite correlated states”.
No entanto os MPS têm ganhado mais destaque nos últimos anos, após sua “redescoberta”
pela comunidade de informação quântica.
Essa nova face dos MPS tem originado uma certa euforia em relação à possibilidade de
simular/aproximar sistemas de muitas partículas gerando inúmeras propostas de algoritmos
de simulação baseadas nos MPS (e suas generalizações), além do aperfeiçoamento de outras já
conhecidas, tal como o DMRG. Tal entusiasmo não tem origem somente nos MPS mas igual-
mente em estudos revelando que, geralmente, sistemas de matéria condensada são moderada-
mente emaranhados; mesmo modelos críticos por exemplo apresentam um emaranhamento
de bloco que cresce com a área do bloco, apesar de serem limitados pelo volume deste. Ou
seja, é provável que a maioria dos sistemas de matéria condensada sejam bem aproximados
por MPS.
2Note que os coeficientes podem ser complexos. Nesse caso, as matrizes também o serão e teremos dD
2
parâ-
metros complexos, ou 2dD2 parâmetros reais.
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Nesta segunda parte da tese exploraremos qual a limitação inerente ao uso dos MPS em
simular sistemas críticos unidimensionais e invariantes por translação. Disto resultará uma
proposta de utilizar MPS com pequenos valores de D para obter propriedades dos sistemas
críticos. Mais especificamente obtemos indícios numéricos de que D é uma variável de scaling
que pode ser usada de forma análoga ao tamanho do sistema N na teoria do “Finite Size
Scaling”. Primeiramente descreveremos o formalismo dos MPS e suas propriedades em mais
detalhes.
5.1.1 MPS
Em 2003 Vidal [6]3 revelou que qualquer estado pode ser escrito como um MPS, utilizando a
decomposição de Schmidt vista no Cap. 2. Dada a importância desta recordamos brevemente
que ela se baseia na decomposição em valores singulares de uma matriz. Disto resulta que
para um sistema de 2 partículas com d1 e d2 graus de liberdade em um estado puro descrito







com λα os coeficientes de Schmidt, ∑α λ
2
α = 1 (se |ψ〉 está normalizado) e as bases |Φ1α〉 e
|Φ2α〉 são ortonormais e únicas, a menos de fatores de fase opostos em cada uma, quando não
há degenerescência (coeficientes degenerados). Uma das conveniências desta forma é que
o emaranhamento entre as partículas 1 e 2, medido pela Entropia de emaranhamento, fica
ES(ψ) = ∑α |λα|2log|λα|2 e é limitado por logDα com Dα = min [d1, d2] (posto da decomposi-
ção). Logo pode-se usar tanto Dα, como o limite superior para a Entropia de Emaranhamento,
EDα = logDα, como quantificadores de emaranhamento. No caso da última, esta é um entan-
glement monotone que diminui sob ação de LOCC determinísticas e estocásticas, aditiva sobre o
produto tensorial, EDα (φ⊗ ψ) = EDα (φ) + EDα (ψ), mas não contínua4. Portanto pode haver
uma boa aproximação |ψ′〉 para |ψ〉 com um valor de EDα razoavelmente menor, o que abre
grandes possibilidades! Perceba que a decomposição de Schmidt é uma maneira mais econô-
mica de se escrever o estado. Por exemplo, no caso, de termos duas partículas com d1 ≫ d2
somente d2 coeficientes, e não d1d2, são suficientes para caracterizar o estado; a decomposição
evidencia quantos graus de liberdade estão efetivamente emaranhados.
O mesmo procedimento pode ser aplicado para um sistema de N partículas, todas com
d graus de liberdade 5, onde agora fazemos uma bipartição em partes A e B e consideramos
cada uma como uma “partícula” de dimensão dNA e dNB , respectivamente. Para cada bipar-
tição obteremos um número não nulo de coeficientes de Schmidt DA que nos quantificará o
emaranhamento entre as partes A e B. Pode-se usar D = maxA DA (máximo sobre todas
possíveis bipartições) ou seu logaritmo como um estimador do emaranhamento do estado.
3O objetivo do trabalho de Vidal era provar que qualquer computação quântica envolvendo estados puros
com uma quantidade restrita de emaranhamento pode ser simulada classicamente. Ele mostra como simular uma
computação quântica com estados puros de N qubits com recursos clássicos que crescem linearmente em N, e
exponencialmente em relação à quantidade de emaranhamento do computador quântico (estado). Isto implica
que uma condição necessária para uma vantagem exponencial do computador quântico em relação à computação
clássica, é que a quantidade de emaranhamento aumente com o tamanho N do sistema quântico utilizado. O
cerne de tal prova é a demonstração de que um estado puro qualquer, pouco emaranhado, pode ser escrito como
um MPS de maneira eficiente, e que a aplicação de operações locais nestes pode ser simulada com baixo custo
computacional. Apesar da intuição, existem poucas provas formais de que o emaranhamento é necessário na
computação quântica, daí a importância do trabalho.
4Note que as medida em si (e D) assume valores discretos. Logo há de se esperar que não seja contínua.
5A generalização para partículas com números de graus de liberdade diferentes é direta.
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Partimos, agora, para um reprodução (com algumas edições) dos argumentos de Vidal.
Antes deixe- me alertar que no formalismo dos MPS há um intenso movimento dos índices de
matrizes e tensores, o que causa confusão. Com o intuito de evitar isso tentarei ser uniforme
na convenção: sub-índices devem indicar as linhas e colunas de uma matriz, enquanto que os
super-índices são um etiqueta diferenciando matrizes. Assim Aiαβ indica o elemento de linha
α e coluna β da matriz Ai. Dado o aviso, suponha um estado genérico de N partículas de
dimensão d e o divida em duas partes: partícula 1 e o resto, denotado por [1] : [2, 3, ...,N].
Desta bipartição fazemos a decomposição de Schmidt utilizando a decomposição em valores
singulares. Para isto considera-se os coeficientes ci1,i2,..,iN como elementos de uma matriz C,














Note que deve se entender (i2, .., iN) como um único número, Γ
[1]
i1α1
como o elemento da linha ii
e coluna αi da matriz Γ[1], λ
[1]
α1 como o elemento diagonal da matriz λ








em d vetores de dimensão Dα1 , Γ
[1]
i1α1


















Cada vetor |Φ[2...N]α1 〉 = ∑i2,i3,...,iN V
[1]†
α1(i2,..,iN)
|i2, i3, ..., iN〉 da base ortonormal no sub-espaço das
partículas [2, 3, ...,N] pode ser escrito como |Φ[2...N]α1 〉 = ∑i2,...,iN cα1,i2,...,iN |i2...iN〉. De fato os
coeficientes podem ser obtidos a partir da matriz V [1], mas esse não é o interesse aqui. Agora
deve se fazer a decomposição de Schmidt de cada vetor de base |Φ[2...N]α1 〉 (existem Dα1 deles)
em relação à bipartição [2] : [3, 4, ...,N], a partir da matriz C(α1i2)(i3,..,iN) construída com os















e a decomposição de Schmidt é









Perceba que a soma em α2 vai de 1 a min
[
dDα1 , d
N−2] e que, a princípio, Γ[2]
(α1i2)α2
é o elemento
da linha (i2α1) e coluna α2 da matriz Γ[2], mas reagrupamos tais elementos como um conjunto






Continuando este procedimento para os vetores |Φ[3...N]α2 〉 da base ortonormal e assim por di-


















Agrupando os vetores λ[k] e Γ[k]ik para obter matrizes A[k]ik , obtém-se a forma de um MPS
(Eq. 5.3), mostrando que qualquer estado puro de uma cadeia unidimensional pode ser escrito
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nessa representação. Repare que neste caso não temos um traço, mas que a primeira e última
“matrizes” são na verdade vetores; dão as condições de contorno. Portanto tudo que temos
que fazer são decomposições de Schmidt sucessivas da bases de Schmidt da decomposição
anterior.
Nesta nova representação expressamos os dN coeficientes originais em no máximo (dD2 +
D)N parâmetros; D = maxk Dk. Utilizando como medida de emaranhamento o logaritmo do
maior número de coeficientes de Schmidt, ED = log (D), temos que
dN coeficientes ↔ NeED parâmetros
Logo a descrição em termos deMPS será eficiente (classicamente) se ED escalar comO (logN),
já que o número de parâmetros será um polinomial em N. Note que estados com tal grau de
emaranhamento devem formar um conjunto pequeno no espaço de Hilbert de N partículas:
em geral esperamos que ED ∼ N, logo D cresce exponencialmente com N. No entanto, como
vimos no estudo das transições de fase, existem diversos sistemas físicos onde o emaranha-
mento é moderado não aumentando com o tamanho do sistema. De qualquer modo o máximo
valor de Dk deve ocorrer no meio da cadeia, já que ali, no pior dos casos (quando nenhum co-
eficiente é nulo), DN/2 = min[dN/2, dN/2]. Em geral, esperamos que alguns dos coeficientes
de Schmidt sejam nulos e que portando o valor de D seja muito menor que dN/2 sendo este
somente um limite superior.
Fica claro então que existe uma representação eficiente em termos deMPS quando o emara-
nhamento da cadeia é pequeno. Deste modo há uma ligação entre a possibilidade de guardar
informação sobre o estado de forma eficiente e o emaranhamento desse. Diria, até mesmo,
que essa relação dá um novo significado ao máximo número de coeficientes de Schmidt como
uma medida do emaranhamento do sistema. Atente, no entanto, que apesar de ED estar dire-
tamente relacionado com o quantidade de informação necessária para escrever um estado (o
número de coeficientes) a Entropia de Emaranhamento não depende só do número máximo
de coeficientes, mas também da distribuição destes6. Numa situação típica, um estado pouco
emaranhado, pode ter um grande um número de coeficientes, mas estes decaem exponencial-
mente; λα ∼ e−aα (essa pode ser a origem da descontinuidade em ED). Nesse caso pode-se ob-
ter uma boa aproximação para o MPS considerando somente os primeiros (maiores) Dǫ ≪ D
coeficientes de Schmidt7. Consequentemente, a relação entre emaranhamento e uma descrição
eficiente por MPS não é tão direta e trivial, e pode depender da medida usada. De fato provas
formais nesse sentido têm encontrado certas dificuldades [219, 220, 221, 222, 223, 224]. Ade-
mais, a existência de uma aproximação MPS eficiente não garante que encontra-lá seja tarefa
simples [225].
Vale a pena mencionar que a representação MPS não é única, ou seja, existe mais que um
conjunto de matrizes que leva ao mesmo estado. A transformação
A[k]ik −→ X[k]A[k]ikX[k+1], (5.10)
por exemplo, não altera o estado descrito, para qualquer conjunto de matrizes X que sejam
não singulares. Da mesma forma o conjunto de matrizes que obtivemos na dedução acima
é dependente do ordenamento das partículas. De todas as representações possíveis existem
algumas que são mais adequadas, como por exemplo a que se obtém ao se fazer sucessivas
decomposições de Schmidt, tal como acima. Em termos das matrizes Γ e λ, ao invés das A,
uma das vantagens de tal representação é que ela nos fornece a decomposição de Schmidt
entre as partes [1...l] : [l + 1...N] automaticamente. Pode-se mostrar que
6Ademais não sabemos se não existe uma descrição ainda mais econômica do que os MPS
7Pode-se mostrar que está é a melhor escolha, no sentido de minimizar o erro no cálculo de observáveis.


























. . . λ[N−1]αN−1 Γ
[N]iN
αN−1 |il+1 . . . iN〉. (5.13)
Denomina-se esta representação de forma canônica [216, 226] e para provar tais propriedades
só se necessita do fato de que as matrizes Γ[k]ik são construídas a partir de matrizes unitárias




αγ = δβγ em nosso caso). Além disso, a representação canônica
permite o cálculo de observáveis de maneira simples devido à ortonormalidade das bases de
Schmidt, como mostraremos adiante. Deve-se mencionar que, dada um representação qual-
quer, existem maneiras de se obter a representação canônica (veja [226] e [216], onde outras
propriedade dos MPS são discutidas em certo detalhe, como, por exemplo, a possibilidade de
se encontrar uma representação invariante por translação para qualquer estado com condições
periódicas de contorno8).
Neste ponto estamos convencidos de que qualquer estado pode ser escrito na forma de um
MPS e que no caso de emaranhamento reduzido tal descrição é eficiente. Falta, exibir outras
vantagem deste formalismo. Uma das mais importantes é a possibilidade de se calcular valo-
res esperados de observáveis de forma eficiente. Do que adiantaria somente uma representa-
ção eficiente? Em realidade, tal capacidade é propriedade de MPS de baixa dimensionalidade





tr[Ai1Ai2 ...AiN ]|i1i2...iN〉 (5.14)
e desejamos obter o valor esperado de operadores locais, 〈Oi〉, e de correlações , 〈OiOi+r〉.
Estudemos os caso das correlações, já que o outro se resume a um caso particular deste.
Usando que tr[A]tr[B]∗ = tr[A⊗ B∗] e que (A1A2 . . . AN)⊗ (B1B2 . . . BN) = (A1 ⊗ B1)(A2 ⊗















〈i|Ok|j〉Aj ⊗ A∗i . (5.16)
Deste modo, o cálculo de observáveis se resume ao produto de matrizes. Observe que
no caso de não haver invariância por translação, E1 seria dependente do sítio e o cálculo um
pouco mais custoso, mas ainda sim eficiente. A partir desta fórmula também se pode mos-
trar9 que no caso de MPS invariantes por translação, e agora exclusivamente, as funções de
correlação decaem exponencialmente no limite termodinâmico:












; r ≫ 1 (5.17)
8Obviamente que a dimensão das matrizes deve crescer.
9Acredito que essas propriedades dos MPS foram analisadas pela primeira vez por Fannes, Nachtergaele e
Werner em 1992 [17] no estudo dos “Finite correlated states”.
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onde ν1 e ν2 são o maior e segundo maior autovalor de E1. Desta fórmula se pode ver que
as funções de correlação sempre decaem exponencialmente. A única 10 exceção se dá quando
há um cruzamento entre os autovalores de E1, o que implica em uma divergência do compri-
mento de correlação e tipicamente em ordem de longo alcance. Assim, teríamos uma forma
de transição de fase quântica [227]. Note porém que apesar de termos uma divergência no
comprimento de correlação não haverá decaimento algébrico no ponto crítico. Uma última
propriedade necessária para que os MPS sejam vantajosos na aproximação/simulação de sis-
temas de muitas partículas é mostrar que o novo estado obtido após a aplicação de alguma
operação pode ser calculado eficientemente. Recorde que, na maior parte dos casos, estamos
interessados em descobrir o efeito de um dado processo em um sistema quântico.
Antes de continuar com as propriedades dosMPS, temos obrigação de mencionar sua rela-
ção com omodelo AKLT e os “valence bond states”. Omodelo AKLT, introduzido em 1987 por
Affleck, Kennedy, Lieb e Tasaki [16, 218], é uma cadeia anti-ferromagnética de spin 1 que pode
ser resolvida exatamente, e foi proposta como um exemplo rigoroso de um comportamento
exótico, previsto por Haldane, em cadeias de spins inteiros [228, 229]. A idéia era criar um
Hamiltoniano com uma simetria contínua, funções de correlação que decaíssem exponencial-
mente com a distância, um gap e um estado fundamental único no limite termodinâmico. A
construção de tal estado fundamental se inicia considerando cada spin 1 da cadeia como dois
spins 1/2 que são chamados de spins virtuais. Lembre-se que dois spins 1/2 podem criar um
estado de spins 0 (parte anti-simétrica) tanto quanto um estado de spins 1 ( parte simétrica).
O próximo passo é considerar que spins 1/2 de sítios adjacentes estão no estado de singleto:
um dos spins 1/2 do sitio i forma um singleto com outro do sítio i + 1, temos portanto uma
“ligação” (“bond”) entre os sítios. Por último aplica-se um projetor do subespaço simétrico
em cada sítio, para obter um spin 1. Pode-se mostrar que as matrizes A[k] de um MPS são a
representação de tal projetor. No caso de termos spins (ou partículas) maiores que 1, deve-se
aumentar também a dimensão dos spins virtuais que se conectam através de um estado maxi-
mamente emaranhando. Em realidade, o tamanho D das matrizes é igual à dimensionalidade
dos spins virtuais (no caso de AKLT as matrizes A são 2 × 2). Essa interpretação dos MPS
induz uma generalização para dimensões maiores. No caso de uma rede quadrada em duas
dimensões, por exemplo, teríamos 4 spins virtuais por sítio com cada um formando um estado
maximamente emaranhado com um vizinho [230]. Assim, as matrizes A seriam substituídas
por tensores com 4 índices: Aiαβγδ. Nesse caso, também pode se provar que qualquer estado
pode ser escrito dessa maneira. Todavia, tanto, o cálculo de observáveis quanto o do efeito de
operações no estado não é eficiente, já que temos que contrair os tensores de ordem 4 [231]; de
fato é um problema11 NP . Uma possibilidade é engendrar aproximações para tais cálculos ou
definir sub-classes que possam ser contraídas e ainda assim aproximar bem o estado.
5.2 Simulando um MPS
Nesta secção nos dedicaremos a mostrar que a obtenção do efeito de operações locais emMPS
é eficiente. Note que tais resultados ainda se devem a Vidal [6].
Suponha que uma operação unitária em uma única partícula que se encontra no sítio m é
aplicada no estado |ψ〉, originando um novo estado |ψ′〉 = U[m]|ψ〉. Pode-se mostrar que as
novas matrizes Γ e vetores λ descrevendo o novo estado são idênticas às do estado original
10Uma outra possibilidade é utilizar matrizes de dimensões infinitas. Note que não é necessário conhecer a forma
ou “representação” das matrizes, mas somente suas propriedades e álgebra que essas satisfazem, o que possibilita
o uso de tais matrizes.
11Problemas que se acredita, apesar da não existência de provas formais, não poderem ser resolvidos em tempo
polinomial por um computador clássico probabilístico. Contudo, estes podem ser verificados em tempo polino-
mial. Um dos mais famosos problemas NP é a fatorização de números inteiros em números primos.
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exceto por uma delas, a saber Γ[m]. Uma maneira de constatar isso é reparar que se escrever-
mos o estado original como uma decomposição de Schmidt entre as partes [1, 2, ..., (m− 1)] :
[m,m + 1, ...,N], os vetores de Schmidt da parte [1, 2, ..., (m − 1)] não é modificada e portanto
Γ[k] e λ[k] para 1 ≤ k ≤ m − 1 tampouco o são. Por outro lado podemos considerar a de-
composição em relação à bipartição [1, 2, ...,m] : [m + 1, ...,N] e concluir que Γ[k] e λ[k−1] para
m + 1 ≤ k ≤ m igualmente não são alteradas. Logo somente Γ[m] pode mudar com a aplicação

















































































na qual definimos os vetores |αm−1〉 e |αm〉 pertencentes ao sub-espaço de Hilbert das partícu-
las [1, 2, ...,m− 1] e [m + 1, ...,N], respectivamente. Assim, fica claro que o operador unitário


























Consequentemente, após a atuação de um operador unitário local U[m] na partícula m o novo










Ou seja, para cada α, β temos que fazer uma multiplicação de matrizes levando a um total de
operações básicas da ordem deO (D2), com D a dimensionalidade dos parâmetros α e β. Fica
claro então que a atualização do estado devido à aplicação de uma operação local é de fácil
computação.
De maneira análoga, uma operação unitária V [m,m+1] que atua somente em duas partículas





básicas. Para evidenciar isto deve-se escrever o estado |Φ[m+1...N]αm 〉 em termos da base local
|im+1〉. Para simplificar a notação definimos
|α〉 ≡ λ[m−1]α |Φ[1...m−1]α 〉 (5.23)
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e
|γ〉 ≡ λ[m+1]γ |Φ[m+2...N]γ 〉. (5.24)











βγ |α imim+1 γ〉. (5.25)
A partir do mesmo raciocínio do caso de U[m], ou seja, a operação não deve modificar as bases
de Schmidt |α〉 e |γ〉, visto que não atua no sub-espaço destas, pode-se escrever























Logo, para obter o novo estado só temos que fazer um multiplicação de matrizes. A manipu-
lação mais custosa é obter θijαγ para cada valor de α e γ o que requer fazer uma soma sobre β




operações básicas (estamos considerando que as dimensões dos
MPS são maiores que as das partículas, D ≫ d). Fica manifesta assim a facilidade em obter
o novo estado após a aplicação de operações de dois corpos. Todavia, surge um problema: o
novo estado não necessariamente está na forma canônica de um MPS, no sentido de que ele
pode não satisfazer as Eqs. 5.11-5.13, o que dificulta o cálculo de observáveis, entre outras
coisas. No entanto pode-se obter a forma canônica de maneira simples. Antes, deixe-me frisar
um detalhe importante: suponha de dividimos a cadeia um duas partes A e B de forma que
|ψ〉 = ∑
α
λα|ΦAα 〉|ΦBα 〉, (5.28)
e aplicamos um operadorOA que atue somente na parte A. Portanto teremos
|ψ′〉 = ∑
α
λα|Φ′Aα 〉|ΦBα 〉, (5.29)
com |Φ′Aα 〉 = OA|ΦAα 〉. Calculando a matriz densidade reduzida de B obtém-se








|ΦBα 〉〈ΦBβ |. (5.30)
No caso onde o operador O é unitário (O†O = 1 ) vemos que ρ′B é diagonal na base |ΦBα 〉 e
portanto na Eq. 5.29 podemos interpretar tal como a base de Schmidt e os coeficientes λα con-
tinuam sendo os coeficientes de Schmidt, ou seja, não é necessário alterar os vetores |ΦBα 〉 que
não foram modificados pela transformação. Entretanto no caso ondeO não é unitário isso não
é mais verdade e é necessário diagonalizar ρ′B(o qual não foi modificado pela operação) para
obter a decomposição de Schmidt. Ou seja, um operador não unitário destrói a decomposição
de Schmidt.
Voltemos a problema de obter o forma canônica do MPS após a aplicação de um operador















αγ|Φ[1...m−1]α 〉|ij〉|Φ[m+2...N]γ 〉. (5.32)
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O próximo passo é encarar θ̃ijαβ como uma matriz agrupando os índices i com α e j com β e














































γ |Φ[1...m−1]α 〉|ij〉|Φ[m+2...N]γ 〉. (5.34)
A última expressão tem a forma d MPS em termos das matrizes Γ e λ, mas falta saber se
ele está na representação canônica: se os λ[k] são os coeficientes de Schmidt da bipartição
[1, 2, ...k] : [k + 1, ...,N]. Para mostrar que esse é o caso deve-se provar que tanto os estados






αq |Φ[1...m−1]α 〉|i〉, (5.35)
como






γ |j〉|Φ[m+2...N]γ 〉, (5.36)
formam uma base ortonormal em seus respectivos espaços de Hilbert, o que pode ser feito
usando a unitaridade dasmatrizes X eY: ∑iα Xi∗αqX
i




λ̃q|Φ̃[1...m]q 〉|Φ̃[m+1...N]q 〉 (5.37)
como uma decomposição de Schmidt válida com λ̃q os coeficientes de Schmidt da bipartição.
Não se esqueça de que, tal como explicado anteriormente, a hipótese de que a operação é
unitária é fundamental para não destruir o resto da decomposição, mas só modificá-la local-
mente. Caso tivéssemos uma operação não unitária a situação seria um pouco mais complexa,
mas ainda assim é possível obter a forma canônica [232].
Em suma, vimos que o cálculo do efeito de operadores locais, no caso de duas partículas,
em MPS é simples e que tais operações podem ser simuladas classicamente para valores não
muitos grandes de D. Repare no entanto que a dimensionalidade do novo MPS pode crescer,
isso porque o índice q do novo MPS tem dimensão dada min [Dm−1d,Dm+1d] enquanto que o
antigo estava limitado por Dm. A aplicação de um segundo operador nas mesmas partículas
aumenta ainda mais a dimensão doMPS. Portanto caso se pretenda fazer um sucessão de ope-
rações, é possível, mas não necessário, que sua descrição termine não sendo eficiente, após um
certo número de aplicações. Desse modo é necessário aproximar o próprioMPS, considerando
somente os Dǫ maiores coeficientes de Schmidt, ou seja, truncamos a expansão12. Tal aproxi-
mação será fiel ao estado se os coeficientes desconsiderados forem infinitesimais o que ocorre
quando λα decaem rapidamente, como em uma distribuição exponencial.
Apesar da facilidade com que podemos simular operações locais em MPS, em geral esta-
mos interessados em obter a evolução temporal de Hamiltonianos, que na maioria dos casos
de interesse não são uma sucessão de operações locais. Esta questão também foi tratada por
12Uma das importâncias da forma canônica é que caso os coeficientes λ não sejam os de Schmidt, então selecionar
os maiores deles pode não ser a melhor escolha para a aproximação.
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Vidal em 2004 [7] e novamente reproduzimos os argumentos principais. Considere, por exem-
plo, a evolução temporal de uma estado inicial |ψ0〉 por um Hamiltoniano de interações entre
primeiros vizinhos: H = ∑Ni=1 hi,i+1 e
|ψ (t)〉 = e−iHt|ψ0〉.
Somos capazes de escrever |ψ0〉 como um MPS, mas, na maior parte dos casos, apesar de H
ser uma soma de termos locais, estes não comutam. Portanto, não se pode reduzir a aplicação
da evolução temporal a uma sequência de operações locais. Teríamos que alterar todas as Γ e
λ simultaneamente, o que é custoso computacionalmente. No entanto, podemos reescrever H
de uma forma que permite uma aproximação sábia. O que se faz é dividir H em duas partes
de forma que os termos pertencentes a cada parte comutem entre si. Isto pode ser obtido








Assim, vemos que os termos de HP por exemplo atuam em pares diferentes de partículas
e portanto comutam entre si. Matematicamente, pode-se escrever e−iHPt = ∏i∈par e
−ihi,i+1t e
o mesmo para HI . Consequentemente, a aplicação de e−iHPt a um MPS se resume a uma
atualização local das matrizes Γ e λ de modo consecutivo e não simultâneo. O problema é que
HP não comuta com HI , mas utilizando a expansão de Trotter de segunda ordem [233] temos
que para δt≪ 1,
e−i(HP+HI)δt ≈ e−iHPδt/2e−iHIδte−iHPδt/2.
Portanto, podemos dividir a evolução temporal em t/δt passos e em casa um deles usar a
expansão de Trotter para aproximar a evolução por um sequência de operações locais em duas
partículas.
As duas maiores fontes de erros no procedimento apresentado são a expansão de Trotter
e o “corte” dos MPS após cada passo, para evitar o crescimento de sua dimensão. No caso
do erro devido a Trotter pode-se diminuí-lo com δt menores, mas isso aumenta o número de
passos necessários. Outra possibilidade é usar expansões de Trotter de ordem maior como,
por exemplo, de terceira e quarta ordem [234], mas estas também contém mais termos. Em
relação aos erros de corte, logicamente que podemos tentar tomar o MPS de maior dimensão
possível, mas isso aumenta o custo computacional substancialmente. Portanto não há muito
o que se fazer, além de torcer para que a aproximação seja fiel, o que deve ocorrer quando o
emaranhamento do sistema não aumentar muito durante a evolução, possibilidade que vem
sendo investigado recentemente (veja [235, 236, 237, ?, 238, 239], por exemplo). Por último,
deve-se mencionar que além de evoluções temporais unitárias, também podemos usar o ce-
nário apresentado para se obter estados fundamentais. Isto deve ser feito através da evolução
em tempo imaginário13 de um estado qualquer , visto que para tempos suficientementes gran-
des tal evolução deve levar ao estado fundamental, caso exista um gap no Hamiltoniano e o
estado inicial não seja ortogonal ao fundamental. Nestes casos deve se tomar cuidado com o
fato de a evolução em tempo imaginário não ser um operação unitária, apesar de que no limite
de δt → 0 esta se aproximar de um operador unitário. Uma outra possibilidade de se obter
estados fundamentais é através da evolução adiabática, a partir de um Hamiltoniano simples
cujo estado fundamental seja conhecido.
13Em realidade, essa evolução se resume ao método da potência: ao se aplicar um operador qualquer estado
inúmeras vezes, acaba-se por obter o auto-estado com menor autovalor.
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Por fim, expomos que osMPS não só são umdescrição eficiente de estadosmoderadamente
emaranhados, mas também permitem a simulação clássica eficiente de evoluções temporais e
operações locais. Algoritmos baseados em MPS e suas possíveis extensões para dimensões
maiores que um têm surgido na literatura em larga escala, o que dificulta uma avaliação. Em
parte, porque um grande números das propostas são apresentadas e testadas em modelos
simples e conhecidos (como o de Ising no campo transverso em uma dimensão ou o Ising em
duas), faltando uma comparação maior com algoritmos já existentes. Nestas se apresenta só
uma prova de princípio (proof of principle) do método. No caso do algoritmo apresentado por
Vidal, o TEBD (time-evolving block decimation algorithm) e revisto aqui, este estimulou desenvol-
vimentos em relação à obtenção de um algoritmo deDMRG para evolução temporal (t-DMRG)
pelo próprio White [240] (“inventor” do DMRG). Uma comparação entre o TEBD e o DMRG,
melhoramentos em ambos utilizando características do outro, tal como a proposta do t-DMRG
também foi apresentada em [241].
Na próxima seção apresentaremos um estudo do uso dos MPS para aproximar sistemas
críticos, desvendando, o que acreditamos ser uma nova face da utilidade destes. Conforme
anunciado antes, propomos a utilização de MPS de baixa dimensionalidade como uma via de
se obter informação sobre as propriedades críticas, de maneira análoga ao que ocorre na teoria
de escala de tamanho finito. D seria uma variável relevante do fluxo do grupo de renormali-
zação. Devemos mencionar existem outras investigações sobre o uso do DMRG em sistemas
críticos. Em particular a convergência do DMRG em sistemas críticos foi analisada por An-
dersson em 1999 [242], obtendo como o comprimento de correlação na transição escalava com
o número de graus de liberdade renormalizados (ou de estados mantidos). Uma adaptação
do DMRG com o objetivo de estudar sistema críticos, e gerar as transformações no espaço de
constantes de acoplamento foi oferecida em 1999 por Bursill [243]. Em 2000 a combinação da
aplicação da teoria de escala de tamanho finito e DMRG em cadeias de spins críticas é exami-
nada por Tsai [244]. Por último, Nishino, estudou uma técnica de renormalização, baseada no
DMRG, na análise de sistemas clássicos, mostrando que o número de estados mantidos pode
ser uma parâmetro de escala. Este último estudo é uma das primeiras evidências da conjectura
proposta aqui.
5.3 Finite D Scaling
Introduzimos um novo algoritmo de simulação numérica utilizando MPS, que espera-se au-
xiliar o entendimento da Física de Matéria Condensada. Não obstante, métodos numéricos,
embasados em MPS, ou não, na maioria dos casos são limitados a sistemas finitos (o custo
cresce com o tamanho), o que impediria o estudo de transições de fase, as quais ocorrem ex-
clusivamente no limite termodinâmico. Mas sabemos, ao menos desde a Sec 3.4, que se pode
extrair informações sobre a criticalidade a partir de modelos de tamanho finito, através da te-
oria de escala de tamanho finito. Assim o procedimento usual é obter a melhor aproximação
exequível para sistemas de diferentes tamanhos e seguir à análise da teoria de escala. No caso
dos MPS, para cada tamanho, deve-se usar os maiores valores de D possíveis com o fim de
obter uma boa aproximação. No entanto, o formalismo MPS proporciona ainda uma outra
possibilidade.
Na ocasião de sistemas invariantes por translação, esperamos um representação igual-
mente invariante, que naturalmente pode descrever um sistema no limite termodinâmico. E
mais, a evolução temporal também usufrui de tal simetria, permitindo atualizar o estado de
forma “paralela” e eficiente14. Só necessitamos aplicar a evolução temporal em dois sítios e
obter as novas matrizes que representam o sistema infinito. Estas considerações foram feitas
14Para uma representação e simulação mais refinada e eficiente de estados com simetria SU(2) ver [245]
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por Vidal em 2006, ao apresentar um algoritmoMPS para sistemas infinitos, o iTEBD (o i se re-
fere ao infinito). Com este método evita-se efeitos de tamanho finito, de suma importância nas
transições contínuas, restando somente os erros devido ao tamanho dosMPS utilizados. São os
efeitos destas imprecisões no estudo de sistemas críticos que pretendemos analisar. Para isso in-
vestigamos o estado fundamental do modelo de Ising no campo transverso obtido pelo iTEBD
através de uma evolução em tempo imaginário. Note, entretanto, que apesar de utilizarmos
o iTEBD, os resultados não devem depender do algoritmo particular empregado, mais sim ser
um característica da representaçãoMPS; de fato umas poucas comparações com DMRG foram
feitas. Assim a ênfase não será no método numérico e os detalhes ficam para os Apêndices
B-E.
Com o intuito de motivar e preparar o espírito, explicitamos alguns fatos já comentados.
A Entropia de Emaranhamento entre um bloco de L spins e o resto de uma cadeia infinita
obedece leis de escala: no ponto crítico este emaranhamento é dado por [175, 178]
S (L) ∼ c
3
log L, (5.38)
com c a carga central associada com a classe de universalidade em questão: a carga central da
teoria de campo conforme que descreve a transição, no caso do modelo de Ising c = 1/2. Fica
claro que o emaranhamento entre as metades da cadeia, L = N/2, irá divergir conforme esta
se aproxima do limite termodinâmico. De forma mais precisa, se considerarmos um sistema
com condições de contorno abertas, o seguinte comportamento é esperado:






Assintoticamente, para cadeias amplas, a entropia de meia cadeia é metade da entropia de
um bloco domesmo tamanho, isto porque o bloco tem duas fronteiras para estabelecer correla-
ções com o resto da cadeia, ao passo que a meia cadeia dispõe de somente uma. Uma pergunta
relevante é quanto desta quantidade infinita de emaranhamento pode ser capturada por um
MPS. Para um MPS com matrizes de tamanho D, sabe-se que este emaranhamento é trivial-
mente limitado por logD. Fica obvio, então que umMPS commatrizes de tamanho finito, não
pode descrever exatamente o comportamento de um sistema infinito no ponto crítico. Mas
quão bem pode tal MPS descrever uma transição de fase?
Esta limitação na descrição do emaranhamento de meia cadeia é a primeira restrição que
examinamos. Qual a quantidade de emaranhamento que poderia ser capturada pelo MPS no
ponto crítico? Acabamos descobrindo que a quantidade de emaranhamento suportado pelos





com uma precisão notável. Logo o MPS só realiza 1/6 de todo o emaranhamento possível.
Note no entanto que um MPS com máximo emaranhamento, ou seja, coeficientes de Schmidt
iguais a 1/
√
D, não necessariamente é o que melhor descreve o estado fundamental. Antes
de seguir à análise de outras propriedades do sistema procuramos entender esta saturação da
entropia. O desfecho é que pode-se compreender tal resultado, de maneira elegante, como
a emergência de um comprimento de correlação finito ξD , fato primeiramente analisado em
[242] no contexto de cálculos de DMRG para sistemas sem gap. Para completar a conexão,
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Estes dois resultados, sugerem a relação de escala para D finitos da forma
ξD = D
κ (5.42)
com κ = 2 para o modelo de Ising. Desse modo a saturação da entropia emerge como con-
sequência de um limite no comprimento de correlação do MPS. Até aqui nada de mais, visto
que a finitude do comprimento de correlação de um MPS não é novidade, menos ainda que
essa deva depender de D[242]. Contudo, vamos além, sugerindo que a relação acima pode ser
encarada como um hipótese de escala análoga a da teoria de escala de tamanhos finitos. Mais
especificamente, propomos que a transição em um MPS de dimensão espacial infinita mas
com valor fixo de D será “borrada”. Por exemplo, o comprimento de correlação divergente
em λc = 1 é substituído por um pico de valor ξD para algum valor λDc do campo transverso. E
mais, conjecturamos que valor o do pico, ξD, e sua posição, λDc , devem ser ditados pela seguinte
relação de escala
ξD ∼ Dκ . (5.43)
Em certo sentido, o tamanho finito das matrizes inerente aos MPS pode funcionar como uma
sonda da classe de universalidade investigada de maneira similar ao que ocorre na teoria do
finite-size scaling. Se esse for o caso, então Dκ deve fazer o papel de N e podemos simplesmente
substituir N por Dκ nas expressões das grandezas temordinâmicas dada pela teoria de escala
de tamanho finito. Por exemplo, onde tínhamos uma grandeza P que divergia com o expoente
ρ (P ∼ t−ρ), a teoria de escala em N fornecia PN ∼ Nρ/ν, enquanto que a conjectura de escala
em D espera
PD ∼ Dκρ/ν. (5.44)
Na eventualidade de uma divergência logarítmica, por exemplo a entropia de meia cadeia,
chega-se que
Fu (λc) ∼ κ log (D) . (5.45)
Feita a conjectura, iremos testá-la analisando diferentes propriedades do modelo e cons-
tatar que ela é totalmente consistente. Antes, correndo o risco de ser enfadonho, argumenta-
remos em favor da escala em D de outra forma. Caso a Eq. 5.43 se cumpra, em analogia ao
que é observado em sistemas finitos, o tamanho finito do MPS atenua todas as divergências
que seriam observadas em um sistema no limite termodinâmico no ponto crítico. Estas devem
se converter a uma anomalia finita em um pseudo ponto crítico λDc dependente de D. Para
apreciar isso, note que, assintoticamente o comprimento de correlação depende somente da
distância à transição t = |λ− λc| /λc através do expoente crítico universal ν:
ξ ∼ t−ν. (5.46)
Usando essa relação na direção oposta pode-se obter uma melhor compreensão
t ∼ ξ−1/ν. (5.47)
Como D não pode ser infinito, o sistema é mantido distante da criticalidade. A transição é
deslocada para uma pseudo-transição localizada em um valor diferente do campo magnético
λDc , onde a comprimento de correlação não diverge. Substituindo a Eq. 5.43 na 5.44 obtém-se
uma predição de como o pseudo ponto crítico se acerca do verdadeiro ponto crítico quando se







Para um dado D, tem-se a distância efetiva a criticalidade quando o sistema está em seu
ponto crítico. Pode-se assim fixar-se em λc e mirar a atenção à maneira como as quantidades
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universais se modificam conforme se varia D. Usando o fato de que este comportamento deve
reproduzir o do limite termodinâmico para D → ∞, relaciona-se os expoentes do comporta-
mento de D finitos com os universais do termodinâmico, obtendo, por exemplo a relação da
Eq. 5.44.
5.3.1 Entropia de meia cadeia
Como antecipamos, a primeira evidência para a conjectura de que D é uma variável de es-
cala origina-se no comportamento da Entropia de Emaranhamento entre as metades da cadeia
infinita. Frisamos que tal entropia deve divergir no limite termodinâmico, enquanto que o
MPS suporta somente uma entropia finita. Mais especificamente, um MPS com matrizes de
tamanho D tem o emaranhamento de meia cadeia limitado por logD.
Os resultados obtidos para a Entropia de Emaranhamento do MPS, SD no ponto crítico,
λ = 1 são mostrados na Fig. 5.1, na qual plotamos SD como função de logD. Uma regressão





com alta precisão, visto que obtemos 0, 1676(2) enquanto que o correto seria 0, 1666. Tal quali-
dade deve se dar pela ausência de fatores constantes e correções logarítmicas do tipo 1/ logD.
Note que tais correções foram observadas no cálculo do emaranhamento de bloco de uma
única cópia [183], o qual depende do maior autovalor da matriz densidade reduzida. No en-
tanto estas correções não surgem no cálculo do emaranhamento usual utilizando a Entropia de
Emaranhamento, ou seja, no emaranhamento no limite assintótico demuitas cópias, o qual de-
pende de todos os autovalores damatriz densidade reduzida. Parece haver uma cancelamento
das correções advindas de cada autovalor.
Novamente, a comparação deste resultado com a lei de escala obtida por Calabrese [178,
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Figura 5.1: Entropia de emaranhamento do MPS obtido numericamente no ponto crítico do
modelo de Ising em função da logD.
No caso do modelo de Ising obtemos, utilizando c = 1/2,
ξ = Dκ com κ ≃ 2, 011(2) (5.51)
com o erro provindo da qualidade do ajuste. Este depende dos valores de D usados, visto que
para pequenos D a forma de escala pode não estar presente, além de possíveis violações desta.
Em termos práticos, tal precisão com pequenos valores de D indica que propriedades críticas
podem ser bem descritas com MPS de baixa dimensionalidade. Antes de continuar insisto
que nosso objetivo é coletar evidências desta conjectura de escala através de uma estimativa
consistente do valor de expoente κ utilizando outros observáveis.
5.3.2 Deslocamento do ponto crítico
Nosso primeiro teste de consistência será feito pela observação do deslocamento do ponto
crítico, que deve se dar devido à presença de uma restrição no tamanho do comprimento de
correlação. Recordamos que nos arredores da transição a Entropia de Emaranhamento demeia
cadeia deve divergir e a magnetização deve se anular continuamente. Por outro lado, a me-
lhor aproximação utilizando um MPS logra a produção de um pico na entropia e uma queda
repentina da magnetização, ambos em um ponto pseudo-crítico λc,D que deve se aproximar
do ponto crítico real. Para observar tais efeitos obtivemos a Entropia de Emaranhamento e
magnetização do MPS, mostrados na Fig. 5.2. Desta pode-se obter um valor para λc,D como
sendo o máximo da entropia e o ponto onde a magnetização é nula. Dentro da precisão da
simulação, os valores obtidos através das duas grandezas são idênticos. Ademais constate
que: (i) a amplitude do deslocamento λc − λc,D se reduz com o aumento de D, (ii) o pico da
entropia se eleva para maiores valores de D e (iii) distante do ponto crítico (mas nem tanto)
valores modestos de D são suficientes para uma boa aproximação do estado fundamental; no
sentido de que as curvas obtidas para diferentes valores de D não diferem significamente.
Confirmado qualitativamente o deslocamento do ponto crítico para valores finitos de D,
seguimos a uma análise mais quantitativa de como tal deslocamento se comporta com o au-
mento de D de acordo com a forma antecipada, Eq. 5.48. Para lograr valores mais precisos
de λc,d foi necessário obter mais pontos em torno da transição do que os exibidos na Fig. 5.2.
Os resultados finais estão na Fig. 5.3. Como aguardado, o deslocamento obedece uma lei de
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Figura 5.2: Entropia e Magnetização na vizinhança do ponto crítico obtidas para MPS com
D = 2, 4, 8e 16 usando, como descrito nos apêndices, ǫ = 10−1 e após convergência até a
oitava decimal. As barras de erro devido ao valor finito de ǫ são menores que os pontos.
potência do tipo da Eq. 5.48, e usando ν = 1 se extrai o expoente κ;
κ = 2, 1(1). (5.52)
onde novamente o erro reflete a precisão do ajuste da curva. Tal valor é totalmente compatí-
vel com o obtido usando a Entropia de Emaranhamento, mas menos preciso. Isto se deve à
dificuldade em obter-se λc,D. Para valores mais precisos é necessário mais pontos em torno
da transição: deve-se fazer uma “varredura” mais fina. No entanto a exatidão é limitada pela
precisão numérica com a qual pode-se obter a entropia. Em um ponto, entropias de cadeias
com valores de λ diferentes mas próximos são compatíveis dentro da barra de erro. Logo não
pode-se mais refinar a varredura e devemos aceitar a precisão obtida como a melhor para o
local da pseudo-transição. Passemos a próxima evidência: a magnetização no ponto crítico.













Figura 5.3: Pseudo-ponto crítico λc,Dcomo uma função de D. Como discutido nos apêndices
os valores para D = 2 e 4 foram obtidos ǫ = 10−3, enquanto que para D = 8, 16 e 32 ǫ = 10−2
foi utilizado. Novamente os erros devido a valores finitos de ǫ são menores que os pontos,
enquanto que as barras de erro se devem aos erros em determinar λc,D devido ao fato de que
há um numero finito de pontos da magnetização e da entropia como função de λ.
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5.3.3 Magnetização
Tal como para o caso de sistema finitos, o valor da magnetização na transição deve obedecer
leis de escala. De fato, esperamos um comportamento na forma de MD (λc) ∼ D−
βκ
ν com os
expoentes críticos de Ising β = 1/8 e ν = 1. Utilizando nossos resultados, ajustamos uma lei
de potência aDb para obter o valor de κ, como pode ser visto na Fig. 5.3, obtendo
κ = 2, 03(2). (5.53)
Este valor está em acordo com os outros dois obtidos previamente. Assim seguimos com
outras evidências.














(χ , λ=1.0) = a χ-b
a=0.811(3) ; b=0.254(2)
Figura 5.4: Magnetização como função de D no ponto crítico.
5.3.4 Entropia de Bloco
Um novo teste de consistência baseia-se em considerar a entropia de um bloco de L spins. Para
sistemas críticos, tal entropia deve escalar com L como SL ∼ c3 log L. Por outro lado, observa-
mos que para um valor fixo de D a entropia satura a uma distância L ≃ Dκ. Podemos assumir
de forma bem qualitativa que o comprimento em que o emaranhamento satura é da ordem
do comprimento de correlação e dessa maneira usar tal valor para a determinação de ξ. É
provável que esta afirmação possa ser feita mais rigorosa utilizando o grupo de renormaliza-
ção e introduzindo uma nova variável de escala Dκ/ν. No entanto esta análise fica como uma
perspectiva futura. De qualquer modo a estimativa do comprimento de correlação a partir da
hipótese acima junto com a conjectura que ξD ∼ Dκ permite obter uma estimativa de κ.
Para computar a entropia de um bloco de L spins utilizamos as idéias contidas no trabalho
de Verstraete [247] sobre um grupo de renormalização de estados, ao invés de Hamiltonianos
como usual. A idéia principal é reconstruir umMPS efetivo para cada transformação de coarse-
graining do grupo de renormalização. Os resultados estão exibidos na Tab. 5.1, onde pode-se
constatar que SL satura para L ≃ D2. Portanto temos mais uma confirmação de que para o
modelo de Ising
κ ∼ 2, 0(1) (5.54)
em acordo com as estimativas anteriores, embora menos precisa. Observe que para valores
grandes de L, SL é aproximadamente igual a duas vezes a entropia de meia cadeia SD na
transição. Deixe-me recordar a explicação deste fator de 2: ele se deve ao fato de o bloco ter
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duas fronteiras disponíveis para estabelecer correlações com o resto da cadeia, ao passo que
meia cadeia só tem uma.
L S(L,χ = 2) S(L,χ = 4) S(L,χ = 8)
2 0.2994 0.4825 0.5883
4 0.3279 0.5647 0.6976
8 0.3317 0.6271 0.7934
16 0.3317 0.6586 0.8720
32 0.3317 0.6586 0.9288
64 0.3317 0.6586 0.9577
128 0.3317 0.6586 0.9630
256 0.3317 0.6586 0.9632
512 0.3317 0.6586 0.9632
1024 0.3317 0.6586 0.9632
Tabela 5.1: Entropia de um bloco de L spins usando as idéias contidas em [247]. Observe que
a entropia satura em torno de L ∼ χ2 e que os valores obtidos para a entropia são o dobro
daqueles para o caso de meia cadeia. Este fator de dois se deve ao fato de o bloco conter duas
fronteiras.
5.3.5 Comprimento de Correlação
Todas os resultados anteriores devem ser uma consequência da emergência de um compri-
mento de correlação finito ξD. Em realidade este fato foi investigado pela primeira vez em
[242] em um estudo do uso do DMRG em sistema críticos. Aqui estudamos isto analisando
a razão do dois maiores autovalores da matriz transferência do MPS, que dá o comprimento
de correlação do MPS. Na Fig. 5.5 mostramos ξD em função de D e a curva do tipo aDb que
melhor ajusta os pontos com a e b como parâmetros livres. O valor obtido para κ é
κ = 2, 00(3), (5.55)
o que claramente está em consistência com os outros resultados.

















Figura 5.5: Comprimento de correlação em função do valor D no caso do modelo de Ising no
ponto crítico.
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5.3.6 Função de Escala da Magnetização
Investigando a magnetização em mais detalhes pode-se diversificar o teste da conjectura de
escala para D, analisando a função de escala desta. Conforme visto na discussão da teoria de
escala de tamanho finito e adaptada para o caso de D, segue que a MD depende de D através





função de Dκ/νt para diferentes valores de D, assumindo que conhecemos os valores de ν = 1
e β = 1/8. Caso a conjectura de escala seja válida todos os pontos devem colapsar em uma
mesma curva para o valor correto do expoente κ. A qualidade de tal colapso dependerá de
quão correto é o valor de κ. Portanto variamos o valor de κ selecionando aqueles que qua-
litativamente produziam os melhores colapsos dos pontos numéricos em uma única curva.
Notavelmente verifica-se que exclusivamente para um pequeno intervalo de valores de κ, to-
dos os pontos se movem para a mesma curva. Exibimos na Fig. 5.6 os gráficos do colapso para
κ = 1, 9, 2,0 e 2,1. Apesar de discreta, pode-se notar uma diferença entre os três gráficos, e
de que aquele com κ = 2.0 tem o melhor ajuste. Portanto há mais uma confirmação de nossa
conjectura, obtendo
κ = 2.0(1).
Finalizamos assim, nossa análise da conjectura de que D é uma variável de escala. Vimos
que os valores obtidos para o expoente κ utilizando seis métodos independentes são consis-
tentes e indicam que κ = 2, como pode ser observado na Tab. 5.2, onde temos um resumos
destes valores.
Método κ
Entropia de Meia Cadeia 2,011(2)
Deslocamento de λc 2,1(1)
Magnetização em λ = 1 2,03(2)
Entropia de Bloco 2,0(1)
Comprimento de Correlação 2,00(3)
Função de Escala da Magnetização 2,0(1)
Tabela 5.2: Resumo dos valores obtidos para o expoente κ analisando diferentes grandezas do
modelo de Ising. Pode-se observar uma consistência dos diversos valores.
5.4 Evidência da teoria de escala em D na cadeia de Heisenberg
Para se adquirir conhecimento sobre o papel do expoente κ uma análise extensiva da emer-
gência da teoria de escala em D para diferentes modelos se faz necessária. Aqui damos um
primeiro passo explorando o modelo de Heisenberg com spins 1/2. Poderia se conjecturar
que o valor de κ só deve variar com a classe de universalidade do modelo considerado. Para
acessar o novo valor de κ usamos a mesma estratégia inicial do modelo de Ising, o cálculo da
entropia de emaranhamento, visto que essa proveu valores precisos.
Seguindo os mesmos passos descritos para o modelo de Ising, mas usando c = 1 obtemos,
Fig.5.7,
κ = 1, 36(2). (5.56)
Note que incluímos uma constate em nosso ajuste, a+ b logD, que não estava presente no caso
Ising.
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Figura 5.6: Colapso da magnetização reescalada obtida para diferentes MPS usando diferentes
valores de κ na função de escala: κ = 1, 9, 2,0 e 2,1 para o gráfico superior, do meio e inferior
respectivamente.













Best Fit with χ=[2:44] ; a=0.28(1), b=0.243(3)
Best Fit with χ=[16:44] ; a=0.356(9), b=0.226(2)
S(χ) = a + b Log
2
(χ)
Figura 5.7: Entropia versus logD para o modelo de Heisenberg. Os pontos foram ajustados
por um curva na forma a + b logD com a e b tomados como parâmetros livres.
Um teste de consistência desse resultado pode ser feito de maneira análoga ao caso Ising.
Aqui apresentamos somente uma evidência adicional da conjectura de escala em D, a saber:
o comportamento do comprimento de correlação no ponto crítico como função de D. No-
vamente, ξ é obtido da razão entre os dois maiores autovalores da matriz transferência e os
resultados estão expostos na Fig. 5.8. Constata-se que os dados numéricos são descritos corre-
tamente por uma relação ξD ∼ Dκ de maneira similar ao caso Ising, mas com
κ = 1, 38(4). (5.57)
Ambas as determinações de κ São compatíveis entre si e com o valor 1,37(2). E mais, em
uma comunicação particular R. Davies e R. Orús informaram que em uma simulação da fase
superfluída do modelo de Bose-Hubbard eles confirmaram tal valor, indicando que o valor κ
pode ser universal, visto que a criticalidade do modelo de Bose-Hubbard pertence a classe da
de Heisenberg com c = 1.
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Best Fit with χ=[2:44]; a=0.43(3), κ=1.38(2)
Best Fit with χ=[16:44]; a=0.45(5), κ=1.37(3)
ξχ= aχ
κ
Figura 5.8: Comprimento de correlação na transição para diversos valores de D no caso do
modelo de Heisenberg. O comportamento é descrito corretamente por uma relação ξD ∼ Dκ
de maneira similar ao caso Ising, mas com κ = 1, 38(4). O ajuste foi feito o intervalo 20− 44.
5.5 Aplicações da Escala em D
Tal como no caso da teoria de escala de tamanhos finitos, a teoria de escala em D pode ser
usada para a obtenção de expoentes críticos. A estratégia ideal não deve depender do conhe-
cimento do pseudo-ponto crítico. Isto porque a determinação de Tc,D é delicada. Qualquer
pequeno erro se propagará na obtenção dos expoentes críticos como visto explicitamente no
caso de κ.
Tendo isso em mente, pode-se considerar dois cenários diferentes: um primeiro, mais sim-
ples, como no caso do modelo de Ising, quando se sabe a priori a localização da transição e
o caso onde não se conhece tal ponto, sendo este mais frequente e desfavorável. No primeiro
caso o procedimento se resuma a:
1. Extrair o valor de κ estudando o comportamento de ξD no ponto crítico.
2. Obter todas as razões α/ν, com α representando um expoente crítico genérico, estudando
quantidades universais em função de D no ponto crítico e utilizando o valor de κ do item
1.
3. Calcular o valor de ν, e portanto α, analisando a derivadas das quantidades do item 2
em função de t.
No caso do segundo cenário é necessário adaptar alguma estratégia conhecida da teoria de
escala de tamanhos finitos para extrair o valor do pseudo-ponto crítico. Uma possibilidade é
considerar as técnicas da Ref. [248, 249] que são revistas em [250]. Adaptamos tais métodos
da seguinte maneira: obter interativamente estimativas de κ e do ponto crítico, considerando
o comportamento do comprimento de correlação como uma função crescente de D . Uma vez
que estas estimativas convirjam para um valor fixo usa-se os valores de κ e Tc,D nas etapas 1-3
do primeiro caso para extrair todos os outros expoentes críticos. A principal fonte de erros em
todas essas determinações é, como no caso de tamanhos finitos, a existência de violações de es-
cala que não analisemos nessa tese. No entanto, mesmo não considerando estas, acreditamos
que os expoente obtidos devem ser melhores do que aqueles extraídos com as técnicas canô-
nicas. Tentando justificar tal afirmação revisamos o que entendemos como técnicas canônicas
de se obter expoentes críticos para o caso do modelo de Ising.
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O expoente ν, por exemplo, pode ser extraído investigando o comportamento do com-
primento de correlação para um D fixo e variando λ de forma a se aproximar da transição.
Esperamos que longe o suficiente da transição para que efeitos do tamanho finito do MPS não
sejam significativos, valores modestos de D provêem a descrição fiel do estado fundamental.
Logo o comprimento de correlação obedece uma lei do tipo (λ− λc)−ν. Ajustando os dados
com esta função e deixando tanto ν como Tc livres obtemos uma estimativa de ambos. Os erros
sistemáticos do procedimento de ajuste (a maior dificuldade é encontrar o melhor intervalo de
valores para se fazer o ajuste) fazem com que os valores obtidos contenham uma fraca depen-
dência em D, mas devem convergir para os valores exatos para D grandes o suficiente. Na
Fig. 5.9 exibimos os resultados deste tipo estudo para o modelo de Ising. A melhor estimativa
de ν obtida no caso de D = 16 é
ν = 1, 00(5), (5.58)
valor em boa concordância com o exato de 1,0.




























Figura 5.9: Comprimento de correlação na proximidades da transição para D = 16 e ǫ = 0, 1.
Note que os pontos não se encontram igualmente espaçados. Inset: Valores obtidos para ν
para ajuste em intervalos de tamanhos diferentes (todos começando em λ = 0.9 e terminando
no ponto indicado pelo eixo x). Nota-se uma razoável região de estabilidade que pode ser
usada para se extrair o melhor valor de ν.
Uma tática similar é usada para adquirir o valor do expoente β. Uma vez mais, nos posici-
onamos um pouco afastado da transição. Nessa região obtemos que o valor da magnetização
em função de λ para um MPS de dimensão fixa é ajustada por (λ− λc)β com,
β = 0, 1250(1) (5.59)
enquanto que o valor exato é 1/8 (veja a Fig. 5.10).
Em adição a β, pode-se considerar o expoente η analisando a função de correlação de dois
pontos do parâmetro de ordem que no caso do modelo de Ising tem o valor exato η = 1/4.
Este estudo é exposto na Fig. 5.11. Em um gráfico Log-Log um decaimento algébrico do tipo
r−η é visto como uma linha reta, a qual plotamos junto com os pontos numéricos do MPS
na transição para D =16, 32 e 64. Observe que, como esperado, a distância até onde o valor
obtido para a correlação esta em acordo como valor exato aumenta com D. Selecionando um
intervalo para ajustar a lei de potência para o caso de D = 64 o melhor valor produzido para
η é
η = 0, 24800(25). (5.60)
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Figura 5.10: Magnetização um pouco antes do ponto critico para D = 16 e ǫ = 10−1. Tal como
no caso da correlação os pontos não estão igualmente espaçados. Inset: Valores obtidos para
β usando intervalos de diferentes tamanhos, mas todos começando em λ = 0, 9. Claramente
se observa um região de estabilidade que pode ser usada para se extrair a melhor estimativa
para β.
Insistimos que o valor do erro se deve a qualidade do ajuste.
Finalizando, sabe-se que a quantidade de emaranhamento suportado por um MPS é limi-
tada pelo tamanho D das matrizes utilizadas neste. Estudamos esta limitação numericamente,
encontrando que todos os observáveis examinados se aproximam de seus valores exatos na
transição obedecendo uma lei de escala em D. O caso do modelo de Ising é descrito de ma-
neira consistente por um comprimento de correlação efetivo que escala como ξD ∼ Dκ com
κ ≃ 2. A maior parte dos resultados relatados se referem ao modelo de Ising, mas alguns
dados numéricos apresentados indicam que as conclusões também São válidas para o modelo
de Heisenberg com κ ≃ 1, 36. Interessantemente, o valor de κ parece depender do modelo.
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, na transição para D=16,
32 e 64 e ǫ = 10−2 comparado com o comportamento exato r−1/4. Note que a distância até
onde há acordo com o resultado exato aumenta com D como esperado. Inset: Valores dos
expoentes η obtido através do ajuste de uma curva do tipo ar−η para o caso de D = 64 para
intervalos onde o valor numérico concorda com o exato.
Capítulo 5. Aproximação de Estados Críticos usando Estado de Produtos de Matrizes 110
Capítulo 6
Conclusões
O estudo dos aspectos qualitativos e quantitativos do emaranhamento foi impulsionado com
o advento da Teoria da Informação Quântica e consequente possibilidade de utilizá-lo em apli-
cações práticas. Sendo o emaranhamento um recurso valioso disponível em sistemas físicos,
uma busca pela quantificação do emaranhamento nos mais diversos modelos é natural. Esta
empreitada, que se inicia com a análise de sistemas de poucas partículas, acaba indo de en-
contro com a Matéria Condensada na busca por um melhor entendimento das propriedades
de sistemas de muitas partículas. Enquanto alguns tem como única motivação encontrar siste-
mas altamente emaranhados que possam ser úteis à Computação Quântica, outros antevêem
a possibilidade de o emaranhamento ser um ingrediente fundamental em alguns fenômenos.
Dentre estes as transições de fase quânticas se destacam, dado o papel das correlações no
entendimento das propriedade críticas que ocorrem à temperatura nula. Foi justamente o pos-
sível papel do emaranhamento no entendimento e descrição das transições de fase quânticas
contínuas o objetivo desta tese.
Numa primeira parte, aspiramos entender a importância do emaranhamento bipartite e
multipartite no estabelecimento da criticalidade. Sem esquecer a dificuldade intrínseca en-
volvida no entendimento e quantificação do emaranhamento multipartite, apresentamos uma
medida de emaranhamento multipartite, a partir do Emaranhamento Global definido por Meyer
e Wallach em 2002. Este último se resume ao emaranhamento médio entre uma partícula e
o resto do sistema, quando se utiliza a entropia linear como quantificador deste emaranha-
mento. Primeiramente, notamos que esta era máxima na transição do modelo de Ising unidi-
mensional em um campo transverso, apesar de não informar sobre como este emaranhamento
estava distribuído na cadeia. Logo introduzimos nossa proposta, o Emaranhamento Global Ge-
neralizado, cujo intuito é ir além examinando o emaranhamento entre diferentes bipartições
arbitrárias e o resto da cadeia. Definimos assim classes de emaranhamento multipartite, sendo
o Emaranhamento Global (G (1)) a mais simples delas. Em seguida, teríamos o emaranha-
mento médio entre dois spins quaisquer a uma distância fixa n é o resto, representado por
G (2, n), e a média para as várias distâncias, E(2)G . As classes superiores dão o emaranhamento
entre três partículas quaisquer e o resto, e assim por diante. Investigamos G (2, n) para alguns
estados emaranhados multipartites paradigmáticos, expondo a superioridade de G (2, n) em
distingui-los. Emais, mostramos que não somenteG (1), mas igualmente G (2, n) é máximo na
transição do modelo XY unidimensional em um campo transverso. Estes resultados são uma das
primeiras evidências da importância do emaranhamento multipartite na transição, indicando que este
deve ser o responsável pelas correlações de longo alcance estabelecidas ali. Além disso, tal im-
portância deve ocorrer em detrimento do emaranhamento bipartite, se consideramos as restrições
na distribuição do emaranhamento, como primeiramente apontado por Osborne e Nielsen,
na tentativa de justificar a pequena quantidade de emaranhamento bipartite no ponto crítico.
Num cenário mais geral, demostramos que G (2, n) está formalmente relacionado com as transições,
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já que herda as propriedades de não analiticidades das derivadas da energia, e permite es-
tabelecer um comprimento de emaranhamento de comportamento distinto na criticalidade.
Consequentemente o emaranhamento multipartite é tão hábil quanto o bipartite em sinali-
zar a transição, mas unicamente favorecido nela. Por fim, examinamos os efeitos da quebra
espontânea de simetria no emaranhamento bipartite e multipartite, questão tratada sem o de-
vido cuidado na literatura. Descobrimos que, nomodelo XY, enquanto o emaranhamento bipartite
não é afetado pela quebra de simetria o multipartite o é, evidenciando uma vez mais a importância
do último, em detrimento do primeiro.
Em uma segunda etapa, investigamos a habilidade dos estados de produtos de matrizes
(MPS) em descrever o comportamento crítico. Estes estados, podem ser entendidos como uma
ansatz para métodos variacionais, e de fato o são, no caso do grupo de renormalização de
matriz densidade (DMRG). Por outro lado, pode-se pensa-los como uma descrição econômica
de estadosmoderadamente emaranhados. De qualquer maneira, o parâmetro principal destes
é a dimensão das matrizes utilizadas, denominada a dimensão do MPS. Um valor finito para
estas, faz com que alguns graus de liberdade do sistema sejam traçados ou renormalizados,
isto é, obtém-se uma descrição efetiva. Analisamos a aproximação obtida, em termos de MPS
de diferentes dimensões, para o modelo de Ising na vizinhança da transição. Nesta empreitada
acabamos por descobrir que a dimensão do MPS pode ser utilizada como uma parâmetro de
escala de maneira análoga ao que ocorre com o tamanho do sistema em teoria de escala de
tamanhos finitos. Ou seja, a dimensão do MPS é uma variável relevante do grupo de renormalização e
pode ser utilizada para a obtenção de propriedades críticas. Ademais, nossos resultados sugeremque
uma grande precisão nos expoentes críticos é possível com dimensões reduzidas. Apresentamos
assim uma nova possibilidade para obtenção de propriedades críticas a baixo custo computacional.
Apresentados os resultados específicos da tese, nos aventuramos a fazer um balanço geral,
mas breve e pessoal, dos proventos da relação entre Informação Quântica com a Matéria Con-
densada, nos 20 últimos anos e possíveis direções futuras. Como mencionado na introdução,
esse encontro já produziu diversos resultados, mas nos ateremos aos quais temos mais fami-
liaridade. O surgimento de novos algoritmos de simulação e aperfeiçoamento de antigos está
entre um dos principais avanços. Em parte devido ao grande interesse em estudar proprieda-
des de não equilíbrio de sistemas unidimensionais e no desenvolvimento de algoritmos para
dimensões maiores que um. Uma face positiva, sem dúvida, foi a conexão estabelecida entre
a possibilidade de se aproximar e simular um sistema classicamente e o seu grau de emara-
nhamento, a qual melhorou o entendimento de alguns métodos. Note no entanto que uma
formalização de tal relação tem encontrado algumas dificuldades. Em termos de algoritmos,
a proposta de Vidal de uma simulação de evolução temporal em sistemas unidimensionais
parece ter vindo para ficar, ganhando atenção até mesmo da comunidade de Matéria Conden-
sada. Já outras ainda aguardam uma maior avaliação. Entre estas últimas estão as diversas
propostas de simulação em dimensões maiores utilizando generalizações dos estados de pro-
duto de matrizes, e que a princípio são capazes de simular sistemas frustrados, que geram o
problema do sinal em Monte Carlo. Em geral, se faz necessário uma maior comparação des-
tes novos algoritmos com métodos bem estabelecidos. De qualquer maneira, grande parte
da comunidade de Informação Quântica têm apostado nesses problemas. Mais recentemente
existem alguns que até vislumbram uma possível aplicação à Teoria de Campos, como em
simulações da Cromodinâmica Quântica.
Em relação ao papel do emaranhamento nas transições de fase, parece haver se estabele-
cido uma opinião comum de que o emaranhamento multipartite e não o bipartite deva ser
importante no ponto crítico. Apesar de acreditarmos em tal cenário, devemos alertar que
torná-lo um conhecimento bem estabelecido não é trivial, haja visto que não há provas for-
mais, além de que o emaranhamento multipartite tampouco é bem ou unicamente definido.
Existia também, inicialmente, um certo entusiamo em relação à possibilidade de o emaranha-
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mento ampliar o entendimento das transições de fase. Devo dizer, que isto ainda não há se
concretizado. Em primeiro lugar, porque grande parte dos estudos analisaram transições de
fase bem estabelecidas e entendidas, além de se resumirem a caracterizar o emaranhamento
do modelo. Se mostrou que grande parte das medidas sinalizam, de algum modo, a transi-
ção, mas sem nenhuma vantagem em relação aos diversos métodos já existentes. Entretanto,
estes estudos têm seu mérito e inauguraram uma era que pode se destacar no futuro. De fato
começam a aparecer alguns estudos do emaranhamento em transições quânticas não descritas
pelo formalismo padrão, como por exemplo as topológicas. Tais estudos sim, podem avançar
nosso conhecimento das transições de fase quânticas.
Uma questão mais específica é ummelhor entendimento das restrições na divisão no ema-
ranhamento. No Cap. 2 argumentamos que esse tipo de estudo poderia aumentar nosso en-
tendimento sobre a estrutura do emaranhamento multipartite, mas que generalizações não são
diretas. Também mencionamos que recentemente Gerardo Adesso e colaboradores propuse-
ram uma desigualdade forte da distribuição do emaranhamento, a qual se mostrou válida em
estados gaussianos simétricos. Seria desejável testar tais desigualdades em sistemas discre-
tos. Em particular estamos iniciando alguns cálculos em cadeias de spin. E nessa direção que
temos investido nos últimos meses.
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Apêndice A
Advertências sobre o Emaranhamento
O emaranhamento é o nome que damos a uma “estranha” propriedade de alguns estados da
Mecânica Quântica. Tal característica está relacionada com a impossibilidade de descrever
um estado composto em termos de suas partes, mesmo quando estas se encontram separadas
por distâncias macroscópicas. Disto associamos o emaranhamento com uma propriedade não
local, porém é com as desigualdades de Bell que o emaranhamento ganha um definição um
pouco mais precisa; uma correlação que não pode ser descrita por uma teoria realística local.
Já com o advento da Informação Quântica surge a necessidade de se definir o emaranhamento
de maneira mais precisa e objetiva para assim quantificá-lo, o que leva a definição moderna de
estados emaranhados por Werner em 89 [46]: aqueles que não podem ser criados utilizando
operações locais e comunicação clássica (LOCC). No entanto observamos que no momento
que procedemos a quantificação do emaranhamento, mesmo para o caso de sistemas bipar-
tites, não logramos obter uma teoria unificada. Parece que o que nos habituamos denominar
emaranhamento é na verdademais do que umpropriedade física, ou diferentes facetas de uma
mesma. Como exporei aqui a situação parece ainda mais desconfortável.
Antes, permita-nos explorar um pouco mais as desigualdades de Bell, as quais se referem
as probabilidades de resultados de medidas efetuadas em partes separadas de um sistema. No
caso de partículas de spins 1/2 tem-se medidas do spin em diferentes orientações do espaço.
Contudo há muitas outras coisas que se pode fazer com partículas de spins 1/21. O objetivo
disto é dizer que, se executarmos um experimento de Bell e mostramos que um dado estado
viola a desigualdade de Bell, sabemos que este não pode ser descrito por um teoria realística
local. Todavia, se tal estado não viola a desigualdade não podemos garantir que ele é sepa-
rável; tudo o que sabemos é que existe uma teoria realística local que explica essa específica
medida. E todas as outras possíveis? Portanto para termos um estado realmente separável
deve existir uma teoria realística local que explique todos os possíveis experimentos; há mais
do que uma desigualdade de Bell.
Para o caso de estados puros tal sofisticação é dispensável: modelos realísticos locais fa-
lham em predizer até mesmo as probabilidades de experimentos padrões. Já no caso de es-
tados mistos, existem teorias realísticas que simulam as resultados de medidas sobre o spin
mesmo de estados emaranhados pela definição de Werner[46] (veja [251] para um exemplo de
estados genuinamente tripartite com um modelo realístico-local). Em suma, todo estado puro
emaranhado viola a desigualdade de Bell, enquanto que existem estados mistos emaranha-
dos que não o fazem. Portanto parece que não-localidade definida através das desigualdades
de Bell não é equivalente definida por Werner. A questão importante, então, é se tal modelo
realístico local pode ser estendido para dar conta de resultados de qualquer experimento rea-
1Uma possibilidade seria trazer um outro sistema suplementar preparado em um estado conhecido e realizar
uma medida conjunta na partícula de spins 1/2 e no sistema auxiliar. Sabe-se que em certas situações tal cenário
pode fornecer mais informação sobre a partícula do que uma medida ideal feita nas partículas em si.
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lizável, uma tarefa árdua, ou se existe alguma desigualdade do tipo de Bell generalizada que
tais estados violariam (veja [252] para um exemplo recente de tal tentativa).
Vale a pena ressaltar que nos experimentos de violação da desigualdade de Bell canônicos
cada partícula é submetida a uma única medida e que encontramos estadosmistos que quando
submetidos a tal experimento se mostram locais (ou classicamente correlacionados), enquanto
que para experimentos mais complexos, no qual efetuamos uma sequência de duas medidas
ideais, exibem não localidade [253]. Ainda assim, existem estados para os quais mesmo tal
sequência de medidas não é suficiente e talvez se tenha que considerar situações mais compli-
cadas: um exemplo recente de tais situações é fornecido em [254], onde se tem uma situação na
qual se fazem medidas em mais de uma cópia do estado, após este ser processado por LOCC,
no que se chama de violação assintótica da desigualdade de Bell, a qual se mostra equivalente
a destibilidade de um estado.
Uma outra característica distintiva de estados emaranhados é seu uso para o teletransporte
de estados. Logo temos dois aspectos da não separabilidade: a violação das desigualdades de
Bell e a capacidade de teletransporte de estados, os quais esperamos ser equivalentes. Já não
devíamos nos surpreender, mas existem estados que não violam as desigualdades de Bell e
ainda assim são úteis para o teletransporte (pode-se transmitir um estado mais eficientemente
do que com uso exclusivo de comunicação clássica). Isto foi levantado por Popescu [255]
que mostrou que os estados emaranhados mistos que não violavam a desigualdade de Bell
descobertos por Werner eram proveitosos para o teletransporte. Aqui novamente temos uma
evidência de que não localidade não é um conceito único, já que a não localidade revelada
pelas desigualdades de Bell não é equivalente aquela revelada pelo teletransporte, embora,
como menciona Popescu, elas devam ser faces da mesma propriedade física. Fica a questão da
existência de desigualdades generalizadas que seriam violadas por tais estados.
Ainda em relação ao teletransporte recorde que com bound entanglement não é possível fazer
o teletransporte de maneira superior do que com comunicação clássica. Todavia se provou
[256] que qualquer estado emaranhado bipartite, incluindo os bound entanglement, pode elevar
o capacidade de teletransporte de algum outro estado. Em outras palavras, todos os estados
emaranhados bipartite são úteis de alguma maneira no processamento de informações. Isto
evidencia que apesar dos processos irreversíveis envolvidos na preparação de estados com
bound entanglement há uma maneira de extrair o emaranhamento oculto nestes.
Uma possível conciliação entre as várias facetas da não-localidade foi oferecida recente-
mente por Masanes [257] com a prova de que, para sistemas bipartites, a violação da desigual-
dade de Bell (na verdade a de CHSC) pode ser obtida para um certo tipo de experimento de
Bell se e somente se o estado em questão é emaranhado. Anteriormente [254], o próprio Ma-
sanes havia observado que estados bipartites violam a desigualdade de Bell assintoticamente,
no sentido de experimentos com muitas cópias em que o estado é pré-processado com LOCC,
se e somente são destiláveis. Este resultado tolerava a possibilidade de estados emaranhados
não destiláveis admitindo um modelo realístico local mesmo no limite assintótico. Assim, se
procede a análise de experimentos ainda mais gerais, onde também se permite a introdução
de sistemas auxiliares, que não violam a desigualdade de Bell, para serem processados de ma-
neira conjunta com as partículas sendo analisadas. Então se define os estados σ simuláveis por
correlações clássicas como aqueles que, para qualquer protocolo, duas partes compartilhando
correlações clássicas ao invés de σ podem obter as as mesmas estatísticas para os resultados
de tal protocolo. Utilizando como protocolos os testes da desigualdade de Bell gerais menci-
onados, se prova que para cada estado emaranhado ρ existe um protocolo, no qual este não
pode ser substituído por uma quantidade arbitrariamente grande de correlação clássica sem
alterar o resultado. Neste panorama pode-se afirmar que os estados emaranhados são aque-
les que não podem ser simulados classicamente, e podemos até mesmo interpretar os estados
emaranhados em termos de seu comportamento ao invés de como esse foi preparado. Ao final
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se sugere o seguinte cenário
emaranhado ⇔ não simulável classicamente
destilável ⇔ violação assintótica de Bell
Para não terminamos tão contentes permita-me recordar que tais resultados são válidos
para o caso bipartite e que a última relação ainda conta com outras restrições em relação a
dimensionalidade dos observáveis medidos. Mas essa ainda não é toda a história, e o conceito
de não-localidade ostenta mais um aspecto, no que se há apelidado de não-localidade sem
emaranhamento. O mistério começa assim: estados ortogonais sempre podem ser distingui-
dos, se não há restrições sobre os experimentos a serem efetuados. Agora, se temos estados
bipartites constituídos de duas partes separadas espacialmente, então restrições naturais apa-
recem; não podemos fazer medidas globais. Intuitivamente imaginamos encontrar problemas
para discriminar estados emaranhados, enquanto que os produto devem continuar distinguí-
veis 2. Bem, é aí onde a Mecânica Quântica inutiliza nossa intuição uma vez mais. Em um
dos primeiro resultados nessa direção, em 1998, Bennett [258]3 encontrou um conjunto de es-
tados puros bipartites separáveis que não pode ser distinguidos por nenhuma sequência de
medidas locais e comunicação clássica, mas sim, e de maneira confiável, por operações globais
no estado todo, fato que havia sido sugerido por Peres em 1991 [259]. Portanto temos uma
não localidade dual aquela apresentada pelos sistemas emaranhados, já que estes devem ser
preparados de maneira global e apresentam correlações anômalas quando medidos separa-
dos, enquanto que os estados encontrados por Bennett podem ser preparados separadamente,
mas exibem propriedades anômalas quando medidos globalmente. Parece que o processo de
preparação destes estados não distinguíveis localmente é irreversível. Disto surge a pergunta:
que conjunto de estados ortogonais são localmente diferenciáveis? Sabe-se que qualquer dois
estados ortogonais multipartites podem ser discriminados por LOCC, emaranhados ou não.
De fato o conjunto de Bennett continha nove estados ortogonais. Uma resposta completa para
essa questão é tema de pesquisa em andamento que não pretendemos rever em detalhes aqui
4. Portanto consulte [260] para um exemplo de investigação recente e até mesmo [261] para
experimentos demonstrando tal superioridade das operações globais.
Em relação à criação de emaranhamento, em geral, esta é considerada como uma con-
sequência de alguma interação prévia entre as partes. No entanto, existem maneiras de se
obter emaranhamento entre duas partes sem interação direta entre estas. Uma delas é através
do que se denomina entanglement swapping[262], na qual tem-se quatro partículas A, B, C e D
com A emaranhada com B e C emaranhado com D. Surpreendentemente, uma medida con-
junta nas partículas B e C, faz com que A e D se emaranhem, sem nunca haver interagido (Fig.
A.1). Um forma, menos assombrosa, de se gerar emaranhamento entre A e B sem interação
direta entre eles é utilizar uma terceira partícula C do seguinte modo (Fig. A.1): emaranhamos
a partícula C com A e a enviamos a B. Então B deve interagir com a partícula C se tornando
emaranhado com A. É como se o emaranhamento fosse enviado pela partícula C, ou seja, C é
usado para distribuir o emaranhamento. Contudo mesmo nesse procedimento podem surgir
2Sistemas quânticos que se comportam classicamente, em geral, podem ser descritos em termos de um conjunto
ortogonal de estados separáveis.
3Uma curiosidade revelada nomesmo artigo é que o descobrimento do teletransporte quântico (também devido
a Bennett, entre outros) resultou, acidentalmente, da tentativa de identificar que tipos de recursos além de medidas
globais poderiam levar a medidas ótimas, no sentido de identificar estados deste tipo.
4Foi encontrada uma assimetria inerente em relação a distinguibilidade local. Explico, em geral quando men-
cionamos as LOCC admitimos que não é relevante a ordem em que as operações locais são feitas como tampouco
a direção em que a comunicação clássica é trocada, além de que esta é permitida em ambas as direções. Contudo
sabe-se que a questão da distinguibilidade local pode depender desses fatores. Na verdade até mesmo o emara-
nhado de custo e de destilação pode ser definido em casos particulares deste tipo, nos quais, por exemplo, só é
permitida a comunicação clássica em uma direção.
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situações inusitadas, já que não é necessário que C se emaranhe com A ou B, mas somente
tenha interagido com elas, como demostrando em [263].
Um último aviso antes de terminar deve ser dado. A teoria do emaranhamento, somente
agora, começa a apreciar possíveis desdobramentos de considerações relativísticas. Sabe-se
por exemplo que a entropia da matriz densidade reduzida de uma partícula de spin 1/2, e
portanto seu emaranhamento, não é um invariante de Lorentz, visto que momento e spin es-
tão intrinsecamente conectados em relatividade restrita (um boost gera uma rotação do spin)
[264, 265]. Enquanto que um observador conclui que os graus de liberdade de spin e momento
da partícula não estão emaranhados, um segundo, em movimento em relação e este, acredita
que sim. O papel do tempo nas desigualdades de Bell tampouco é totalmente entendido. Em
2002, em experimento do tipo de Bell [266], mas com os detectores em movimento relativo, se
argumentou que os resultados mostravam que as correlações quânticas não eram somente in-
dependentes da distância espacial, mas que igualmente não se pode atribuir um ordenamento
temporal para estas; proibindo assim uma explicação causal para tais correlações. Os autores
concluem que as correlações quânticas são causadas diretamente pelo estado quântico, de uma
maneira que um evento não pode ser considerado a “causa” e o outro o “efeito”.
Figura A.1: Retirado de [267]. Ilustração do entanglement swapping no lado esquerdo. Dois
pares emaranhados A-B e C-D são gerados independentementes. Ao se fazer uma medida
conjunta (do tipo de Bell) nas partículas B e C o resultado causa espanto: A e D se tornam
emaranhadas sem nunca haver interagido. No lado direito tem-se um procedimento para
distribuir o emaranhamento, tornando A e B emaranhadas sem interação direta. Alice e Bob
possuem uma partícula cada que gostariam de tornar emaranhadas. Para isso Alice deve
emaranhar sua partícula com uma terceira (C) e enviá-la a Bob. Este então deve interagir
com C, gerando emaranhamento entre sua partícula e a de Alice. Surpreendentemente não é
necessário que C se emaranhe com as partículas de Alice ou Bob em nenhummomento.
Apêndice B
Modelo de Heisenberg
A idéia aqui é discutir um pouco as origens domodelo de Heisenberg. Umprimeiro fato digno
de nota é que a interação ~Si.~Sj não tem como causa a interação de dipolo entre os momentos













com ~R a separação entre os spins. Ademais, em materiais típicos tal interação assume mag-
nitudes muito menores que KTc e portanto não seriam capazes de explicar a transição 1. Em
realidade, a origem dessa interação é o modelo de Hubbard, que se resume a um modelo tight
binding (com um orbital não degenerado por sítio) com a adição de interações entre elétrons









com ci,σ representando o operador de destruição de um elétron de spins σ no sítio i, nj↑ o
operador de número, t a amplitude de “tunelamento” entre sítios (hopping) e U a energia de
interação dos elétrons. Tal modelo é um dos mais simples que leva em conta as interações
locais entre os elétrons, e apresenta uma transição de fase entre isolante (de Mott) e metal (em
semi-preenchimento)para um dado valor deU = Uc, mas essa não é de nosso interesse2. Note
que nesse caso a origem da alta resistividade do isolante é diferente do modelo de bandas, ou
tight binding. Concentremos nos no caso de semi preenchimento (um elétron por sítio) com
U ≫ Uc, ou seja os graus de liberdade de carga estão congelados e não há sítios duplamente
ocupados. Todavia, nesse limite ainda há os graus de liberdade de spin que geram uma dege-
nerescência, a qual pode ser quebrada por t. Utilizando teoria de pertubação degenerada até









Note que o operador ~S definido acima só tem a mesma ação que um operador de spins 1/2
no caso de ocupação única. Desta maneira, fica evidente que o acoplamento entre os spins
1Mais especificamente, há uma competição entre a interação de troca (Heisenberg) de curto alcance e a interação
de dipolo de longo alcance, a qual é conhecida por gerar fases moduladas.
2Só há solução exata para este modelo no caso unidimensional, onde Uc = 0, ou seja o sistema é sempre um
isolante.
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no modelo de Heisenberg se deve à sobreposição dos orbitais de sítios diferentes e o princí-
pio de exclusão de Pauli ou anti-simetrização do vetor de estado. Em outras palavras, spins
anti-paralelos podem diminuir sua energia cinética se “espalhando” (“tunelando” mais en-
tre os sítios) em orbitais não ortogonais sobrepostos, enquanto que spins paralelos não. Tal
acoplamento é denominado super-exchange e, como observamos, devido a sua origem gera
exclusivamente anti-ferromagnetismo; J > 0. O Ferromagnetismo, J < 0, pode ser obtido
considerando termos que foram desprezados ao considerar somente interações entre spins no
mesmo sítio no modelo de Hubbard; termos de troca3 que são importantes quando os orbitais
são completamente ortogonais. De fato esse é o efeito de troca usual, mas que se costuma
apelidar troca direta. Nesse caso, a simetria da parte de spin, implica em uma anti-simetria
da parte espacial que por sua vez evita que dois elétrons ocupem o mesmo ponto e portanto
minimiza a energia de interação.
3Sendo ~V a interação Coulombiana, em formalismo de segunda quantização, no modelo de Hubbard só con-
sideramos os termos 〈ii|~V|ii〉, enquanto que o ferromagnetismo necessita da interação entre elétrons em orbitais
diferentes; termos de troca do tipo 〈ij|~V|ij〉.
Apêndice C
Detalhes das Transições de Fase
Pode-se motivar a existência de transições de fase utilizando argumentos de competição entre
energia e entropia. O raciocínio é bem simples, tendo como base somente a idéia de que o
sistema procura a configuração com menor energia livre e que esta é definida como a parte
da energia disponível para a realização de trabalho: F = U − TS com U a energia interna
e S a entropia. Logo para altas temperaturas a entropia sempre domina e sua maximização
leva a uma minimização de F, ou seja, um estado desordenado prevalece. Já para baixas tem-
peraturas, pode ocorrer de a energia interna dominar, favorecendo um estado, na qual esta é
mínima. Se as duas configurações obtidas para o sistema foremmacroscopicamente diferentes
então deve haver uma transição de fase para alguma temperatura intermediária.
Um dos exemplos mais simples deste tipo de argumento é o do modelo de Ising ferromag-
nético unidimensional. A temperatura zero F é minimizada pela configuração onde todos os
spins apontam na direção positiva ou negativa de z, e portanto tem-se uma fase ordenada fer-
romagnética. Vejamos o que ocorre para T > 0: nessa situação os spins começam a “vibrar”
devido as flutuações térmicas e alguns deles acabam transicionando para a outra direção de
~z. A excitação de mais baixa energia é a formação de uma parede de domínio, onde um bloco
de L spins transiciona. Nesse caso aparece um interface com um custo energético de 2J (para
condições de contorno abertas) e a energia interna total fica −NJ + 2J, com N o número de
spins. Por outro lado, tal parede também cria uma entropia dada por −KB logN, visto que
a interface pode ser formar em qualquer um dos N sítios. No final, a diferença de energia
livre entre as duas configurações é dada por 2J − KBT logN. Então, para qualquer valor da
temperatura diferente de zero o sistema pode diminuir sua energia livre através da criação
de paredes de domínio e a ordem de longo alcance é destruída, ou seja, instável às flutuações
térmicas. A divisão de tal parede de domínio em duas pode diminuir ainda mais F e levar a
uma proliferação das paredes, de modo que no final não há domínios. Em suma, magnetos de
Ising unidimensionais não apresentam transição de fase para T > 0, apesar de terem ordem
de longo alcance a T = 0. Pode-se dizer que1, Tc = 0 e definir uma dimensão crítica inferior di,
acima da qual uma transição ocorre a uma temperatura finita; neste caso di = 1. Repare que,
o mesmo tipo de argumento pode ser usado para o caso anti-ferromagnético com conclusões
semelhantes
O raciocínio acima é um exemplo de argumento para analisar a estabilidade de uma fase
ordenada em relação a dimensionalidade do sistema, e foi proposto por Landau e Peierls. No
caso do modelo de Ising em duas dimensões, pode se mostrar que, existe um transição para
uma temperatura Tc > 0 já que a ordem é estável até temperaturas Tc > 0. A diferença
nesse caso é que, o número de spins interagindo na interface é proporcional ao tamanho do
domínio formado, ao contrário do que ocorre em uma dimensão. Assim tanto o ganho de
1Na realidade, apesar de podermos dizer que há uma transição a Tc = 0, seu comportamento crítico é pouco
usual. Isso porque as divergências são exponenciais, característica comum da dimensão crítica inferior.
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energia como de entropia dependem do tamanho do domínio e ocorre uma competição entre
estes dois termos. Desta maneira, pode-se mostrar que para sistemas com simetria de Ising, só
existe transição para dimensões d ≥ 2. Em realidade pode se provar que o mesmo é verdade
para qualquer Hamiltoniano com uma simetria discreta, visto que o argumento só depende
da existência de paredes de domínio. No entanto se houver uma simetria contínua, como
por exemplo no modelo XY ou de Heisenberg, onde os spins podem apontar em qualquer
direção, a parede de domínio pode ser infinita. Nesses casos as flutuaçõesmagnéticas têmmais
facilidade para destruir a ordem de longo alcance, visto que há muitas direções nas quais os
spins podem se orientar. Portanto são necessárias mais dimensões para aumentar o número de
primeiros vizinhos e compensar a aumento da entropia devido às várias possíveis direções dos
spins. Uma análise mais detalhada, no que é conhecido como o teorema de Mermin-Wagner,
mostra que, nesses casos, para existir ordem de longo alcance necessita-se d ≥ 3, ou seja, para
simetrias contínuas a dimensão crítica inferior é 2. Para situações de temperaturas nulas e
simetrias contínuas há um diferença entre os casos ferro e anti-ferro, visto que no primeiro
pode-se antever ordenamento em qualquer dimensão pelo fato da magnetização comutar com
o Hamiltoniano, o que não ocorre no segundo. Anti-ferromagnetos a T = 0 só apresentam
ordem de longo alcance para d > 1. Em realidade estes resultados são rigorosos somente para
spins 1/2 em d = 1 (pela solução exata de Bethe) e spins maiores ou iguais a 1 em d = 2.
Recorde que no caso Ising unidimensional a T = 0 há ordem de longo alcance tanto para ferro
magnetos como anti-ferros, o parâmetro de ordem comuta com o Hamiltoniano trivialmente.
Após estes argumentos termodinâmicos sobre a possibilidade de uma transição e sua rela-
ção com a dimensão do sistema, deveríamos estar convencidos de sua existência matemática.
Contudo ainda restam algumas dúvidas sobre como estas realmente podem emergir, dúvidas
que iremos exibir ao mesmo tempo que tentar responder. Ponderamos que, durante a transi-
ção de fase, as derivadas da energia livre apresentam uma “singularidade”, porém como estas
singularidades aparecem? Recordemos que na termodinâmica o principal objetivo é obter a
função de partição, Z = Tr e−βH no caso do ensemble canônico, a partir da qual todas as pro-
priedades termodinâmicas podem ser derivadas, daí sua importância. A energia livre, por
exemplo, é dada por F = −kBT logZ. Frequentemente, o Hamiltoniano H é uma função não
singular dos parâmetros do sistema e portanto da função de partição, uma soma de exponenci-
ais de funções analíticas, também será. Como pode então esta soma gerar um comportamento
não analítico? Ai entra a importância do limite termodinâmico. Neste limite2 podemos defi-
nir a energia livre por partícula f e mostrar que esta é sempre negativa, contínua e que suas
derivadas em relação ao parâmetro externo existem quase em qualquer lugar, sendo que estas
duas ultimas propriedades surgem da convexidade de f . Note também que é notável o fato
de que fases diferentes da matéria podem ser descritas pelo mesmo Hamiltoniano e por tanto
pela mesma função de partição. Retornando a questão da importância do limite termodinâ-
mico, esta se deve ao fato de que a função de partição se torna uma soma infinita de funções
analíticas, o que não necessariamente é analítico. De qualquer modo Z é uma soma de termos
positivos e portanto não pode ter zeros, que seriam os pontos onde a energia livre poderia ser
singular devido a presença do logaritmo. No entanto a função de partição pode exibir zeros
complexos (no plano de temperaturas complexas) que no limite termodinâmico podem tocar o
eixo real, produzindo uma comportamento singular na energia livre. Esta é uma justificativa
rigorosa da possibilidade de transições de fase e se deve a C. N. Yang e T. D. Lee em 1952.
2Quando este existe, ou seja f = limN→ F/N é bem definida e não depende das condições de contorno. Um
exemplo onde este limite não é bem definido é um sistema com densidade uniforme de cargas em três dimensões
interagindo com o potencial de Coulomb, onde f diverge com o número de partículas. Porém para o caso onde
temos cargas positivas e negativas que podem se mover o potencial acaba se tornando de curto alcance devido a
blindagem e o limite termodinâmico existe. No caso de sistemas de spins a existência de tal limite termodinâmico
requer ∑j 6=i |Jij| ≤ ∞. No caso da interação de dipolo, sabe-se que em 3 dimensões espaciais o limite termodinâ-
mico só existe quando os spins não estão alinhados.
Apêndice D
Controle de Erros
Neste apêndice, gostaríamos de considerar a confiabilidade dos dados numéricos obtidos atra-
vés do algoritmo iTEBD. Iniciamos recordando as principais características desse algoritmo.
Tanto o iTEBD quando o TEBD são projetados para obter o evolução temporal ou estado fun-




com hi representandooperadores de dois corpos, interação entre primeiros vizinhos, por exem-
plo. No caso da obtenção do estado fundamental o algoritmo se baseia no fato de que, para
um Hamiltoniano com gap finito:
|ψ〉o = const. lim
τ→∞
e−τH|ψ〉i. (D.2)
Tal identidade, mostra que o estado fundamental de H pode ser obtido através da evolução de
um estado qualquer |ψ〉i em tempo imaginário, sempre que H tiver um gap finito e 0〈ψ|ψ〉i 6=
0. Na maior parte dos casos a identidade acima não pode ser usada nessa forma, senão que
computa-se a seguinte sequência, até que a convergência seja alcançada,
|ψ〉i+1 =
ε i (ǫ,H) |ψ〉i
||ε i (ǫ,H) |ψ〉i||
com ǫ um parâmetro ajustável tal que ε i (ǫ,H) ≃ e−ǫH para um valor suficientemente pequeno
de ǫ. No algoritmo iTEBD ε i (ǫ,H) é decomposto em
ε i (ǫ,H) = QiPiFi (ǫ,H) ,
na qual os fatores aparecendo do lado direito correspondem a diferentes aproximações que
tornam a computação numérica tratável:
• Oprimeiro fatorFi (ǫ,H) tem origemno uso de uma expansão de Trotter para aproximar
a ação de e−ǫH por um produto de operadores de dois corpos. O erro introduzido pelo
uso da expansão se anula no limite de ǫ→ 0. Apelidamos esta imprecisão de erro Trotter
• O segundo fator Pi (ǫ,H) é um projetor que aproxima Fi (ǫ,H) |ψ〉i por um MPS com
matrizes de tamanho D. Recorde que a ação do operador Fi (ǫ,H) aumenta a dimensão
de MPS e portanto deve-se projetar para ter um descrição eficiente do estado em cada
etapa da sequência, visto que o custo de representar o MPS e obter valores esperados de
observáveis locais escala com um polinômio de D. No entanto tal aproximação limita a
quantidade de correlação presente no sistema. Este erro denominamos erro de corte
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λ S1 − S5 S2 − S5 S3 − S5 S4 − S5
0.9 9124 921 91 8
1.0 42495 4203 416 38
1.071 368647 35489 3501 318
1.072 69632 6951 689 62
1.073 69200 6908 684 62
1.1 58718 5871 581 53
Tabela D.1: Covergência da entropia em função de ε para alguns valores de λ. A tabela exibe
a diferença da entropia obtida utilizando um dado valor de ε com a melhor simulação corres-
pondendo a ε = 10−5 (S1 é o valor da entropia de meia cadeia obtido com ε = 10−1, S2, o valor
com ε = 10−2 e assim por diante. Todos os valores devem ser multiplicados por 10−8
• Por último, o operador e−ǫH não é unitário, logo PiFi (ǫ,H) |ψ〉i tampouco é. Esta não-
unitaridade produz um pequeno efeito espúrio que podemos seguramente negligenciar
(a decomposição normal doMPS é destruída pela operação não unitária [232]). O terceiro
operador, tem o papel de produzir este erro, nominado erro de ortonormalização.
Com o intuito de investigar o erro de Trotter, empregamos o iTEBD para obter a melhor
aproximação MPS com D = 2 do estado fundamental do modelo de Ising no campo trans-
verso. Escolhemos o valor D = 2 por esse ser o mais ilustrativo. Para vários valores de ǫ entre
10−1 e 10−5, obtivemos o comportamento da energia do estado fundamental e da entropia de
meia cadeia. Examinar a performance do algoritmo em relação a energia é natural, visto que
este é desenhado com o propósito deminimizar esta. Menos obvio é observa o comportamento
da entropia de meia cadeia, nas iremos explicar tal fato um pouco adiante.
Em princípio, quanto menor o valor de ǫ mais precisa é a descrição do estado. Todavia
menores valores de ǫ aumentam o número de passos necessários para a simulação convergir.
Ummodo de escolher o melhor valor de ǫé o seguinte: (i) fazer a simulação para um valor alto
de ǫ, ǫ1, e obter uma estimativa da energia e da entropia. (ii) repetir a simulação com um valor
melhor de ǫ, ǫ2, e comparar os valores da energia e entropia com aqueles obtidos com ǫ1.(iii)
se os resultados são próximos o suficiente, de acordo com um dado critério, tomar os últimos
como a melhor estimativa. Caso contrário repetir a simulação com valores menores de ǫ até
atingir uma certa convergência.
Na Tab. A.1, exibimos a convergência da entropia de von Neumann, em função de ǫ para
diversos valores de λ, enquanto que a Tab. A.2 contém a diferença entre os valores de energia e
entropia para ǫ = 10−1 e ǫ = 10−5. Interpretamos tais diferenças como uma estimativa do erro
de Trotter (os resultados para a energia com ǫ = 10−1 e ǫ = 10−2 já são idênticos até a oitava
decimal, e por isso não são mostrados). Constata-se destas tabelas que o erro na entropia e da
ordem de dez vez maior que o da energia, e que ambos aumentam ao redor do pseudo-ponto
crítico. Simulações com D = 4 e D = 8 exibem resultados similares. Por último comparamos
os valores obtidos para a energia e entropia com os exatos, nas tabelas A.3 e A.4. Nota-se que
o erros são maiores na vizinhança do ponto crítico e que, como esperado, diminuem conforme
ǫ→ 0.
Explicamos, agora, o porque do interesse em atingir total convergência da entropia demeia
cadeia, ademais da energia. Um método comum para localizar o ponto crítico é analisar a
variação do parâmetro de ordem. Por outro lado sabemos que, ao menos no modelo de Ising,
a entropia de meia cadeia diverge na transição. Deste modo, é razoável utilizar a entropia
de meia cadeia para obter detectar a transição. Ocorre, que quando utilizando o algoritmo
iTEBD, a entropia converge mais rápido a um valor estável do que o parâmetro de ordem, e
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λ ∆E ∆S
0.5 < 0.1 39
0.7 < 0.1 706








Tabela D.2: ∆E and ∆S correspondem a diferença entre os valores obtidos para a energia e
entropia quando utilizando ε = 10−1 e ε = 10−5 para χ = 2. Esta diferença dá uma estimativa
do erro devido a ε quando utiliza-se 10−1 como seu valor. Note que os erros aumentan em
torno do ponto crítico e que os erros na entropia são muitos maiores que os da energia. Todos
os valores devem ser multiplicados por 10−8.
portanto fornece uma detecção mais rápida do ponto crítico. No entanto, a entropia de von
Neumann converge mais lentamente que a energia, tal como exemplificado na Fig. D.1. Na
vizinhança do ponto crítico, o espectro do Hamiltoniano contém uma grande variedade de
estados excitados de baixa energia, próximos do estado fundamental. Qualquer superposição
destes estados excitados tem energia próxima a do estado fundamental, mas pode emprincípio
ter um emaranhamento bem distinto. Esta pode ser um possível explicação da maior demora
em obter uma estimativa confiável para a entropia. Portanto, deve-se ter cuidado de fazer a
energia convergir o suficiente para que a entropia obtida reflita a do estado fundamental.
Figura D.1: Convergência da entropia e da energia no ponto crítico, durante a evolução em
tempo imaginário, com χ = 8, λ = 1, 006 e ǫ = 10−2. A convergência total da energia (oito
decimais) exigiu ∼ 105 passos, enquanto a entropia demandou ∼ 6x105.
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λ Eexato χ = 2 χ = 4 χ = 8 χ = 16
0.5 1.06354440 33 < 0.1 < 0.1 < 0.1
0.6 1.09223858 172 < 0.1 < 0.1 < 0.1
0.7 1.12682867 745 2 < 0.1 < 0.1
0.8 1.16780951 2978 12 < 0.1 < 0.1
0.9 1.21600091 12173 126 < 0.1 < 0.1
1.0 1.27323954 69712 4683 261 15
1.1 1.34286402 146576 1642 6 < 0.1
1.2 1.41961927 77696 416 < 0.1 < 0.1
1.3 1.50082324 45675 141 < 0.1 < 0.1
1.4 1.58518830 28719 57 < 0.1 < 0.1
1.5 1.67192622 18964 25 < 0.1 < 0.1
Tabela D.3: Erros na energia em relação ao valor exato para χ = 2, 4, 8e16. Este erros são
maiores na vizinhança do pseudo-ponto crítico (o qual para χ = 2 está em torno de λ = 1.1).
Tais valores foram obtido com ε = 0.1, mostrando uma clara dominancia do erro de truncação
em relação ao erros introduzidos pela aproximação de Trotter. Todos os valores devem ser
multiplicados por 10−8.
labeltab:error-exact
λ Sexato χ = 2 χ = 4 χ = 8 χ = 16
0.5 421292 -3 -3 < 0.1 < 0.1
0.6 914778 -36 -36 < 0.1 < 0.1
0.7 1869961 -389 -389 < 0.1 < 0.1
0.8 3804448 -4255 -4255 -1 < 0.1
0.9 8484551 -66920 -66920 -12 -2
1.1 47444179 -437545 -437545 -6473 -3
1.2 36551466 -74387 -74387 -270 5
1.3 30064632 -20221 -20221 -23 5
1.4 25539496 -6976 -6976 < 0.1 5
1.5 22144107 -2797 -2797 4 5
Tabela D.4: Erros na entropia para distintos valores de λ e χ. Note a aumenta da precisão em
função de χ. Todos os valores devem ser multiplicados por 10−8.
Apêndice E
Meta-estabilidades
Uma preocupação importante ao se utilizar o algoritmo iTEBD é estar confidente de que a si-
mulação não está pressa em uma mínimo local. Neste apêndice, reportamos a existência de
meta-estabilidades na simulação em relação a escolha do estado inicial (um efeito também pre-
sente em DMRG). Em todos nossos cálculos, empregamos como estados iniciais MPS, cuja as
matrizes tinham todas as entradas nulas a menos de um sub-bloco 2x2 obtido aleatoriamente.
Entretanto, ao fazer uma simulação para umdado valor de λ, pode-se usar como estado inicial,
o resultado de uma simulação feita em uma valor próximo de λ. Embora este procedimento
possa diminuir substancialmente o tempo de convergência, ele também pode levar a resulta-
dos enganosos, em relação a posição do ponto crítico. Simulações que que utilizam estados
iniciais obtidos de uma simulação prévia de uma valor maior de λ, produzem resultados não
físicos. Isto pode ser visto na Fig. E.1. Ali graficamos a magnetização em função de λ utili-
zando diferentes estados iniciais para χ = 4 e ǫ = 10−1. Em um caso (círculos) utilizou-se
uma matriz randômica 2x2 como o estado inicial. No segundo caso (quadrados), o estado
inicial para λ = λ0 é o estado final obtido para λ = λ0 + 0.001. Os dois métodos não condu-
zem a resultados similares para a posição do ponto crítico (o ponto onde a magnetização se
anula). Portanto, em todas as simulações deve-se tomar o cuidado de começar com estados
randômicos.
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Figura E.1: Magnetização em função de λ utilizando diferentes estados iniciais para χ = 4
e ǫ = 10−1. Em um caso (círculos) utilizou-se uma matriz randômica 2x2 como o estado
inicial. No segundo caso (quadrados), o estado inicial para λ = λ0 é o estado final obtido
para λ = λ0 + 0.001. Os dois métodos não conduzem a resultados similares para a posição do
ponto crítico (o ponto onde a magnetização se anula)
Apêndice F
iTEBD Acelerado
A performance do iTEBD depende das condições iniciais e do gap do Hamiltoniano. Os resul-
tados de nossa investigação sugerem que usando um valor finito de D o sistema é perturbado
de maneira similar a ter um Hamiltoniano efetivo com gap. No entanto se este gap é pequeno
a convergência do algoritmo pode ser extremamente lenta. Isto pode ser entendido, ao se
considerar um estado inicial com uma projeção não nula no estado fundamental:
|ψ〉i = α|ψ〉0 +
√
1− α2|ψ〉⊥
com |α| < 1. Não é difícil, ver que, se o Hamiltoniano tem um gap ∆, a evolução euclidiana
do estado inicial acima ira levar à
|ψ′〉i = e−τH|ψ〉i = αe−τEo |ψ〉0 +
√
1− α2|ψ′〉⊥,
na qual |ψ′〉⊥ = e−τH|ψ′〉⊥. Utilizando que
⊥〈ψ′|H|ψ′〉⊥ ≥ ∆ + E0,






Agora, ao se aproximar do ponto crítico o gap tende a zero e vemos que mesmo no caso de
uma boa escolha de estado inicial, a convergência do algoritmo é diminuída drasticamente na
região crítica.
Com o intuito de parcialmente sanar esse problema, pode-se extrapolar linearmente os
resultados obtidos após um pequeno intervalo ∆τ de tempo imaginário e obter uma nova es-
timativa para o MPS. Dado um elemento genérico da matriz do MPS no tempo τ, Ai (τ), e o
mesmo elemento em um tempo τ + ∆τ, Ai (τ + ∆τ), constrói-se uma novo MPS cujo elemen-
tos de matriz Ai (T) são a extrapolação no tempo T da linha reta passando pelos pontos τ e
τ + ∆τ. Antes de tomar este novo MPS como uma nova condição inicial, deve-se checar se o
estado descrito por ele tem uma energia menor daquela obtido em τ + ∆τ. No caso de uma
energia menor, o que significa uma maior sobreposição com o estado fundamental, promo-
vemos o MPS obtido pela extrapolação como um novo estado inicial para a evolução. Caso
contrário, desconsideramos a extrapolação e continuamos a evolução por mais um tempo ∆τ
e tentamos uma nova extrapolação do MPS. Assim iteramos tal procedimento até que a con-
vergência seja obtida.
Para que este procedimento funcione, um ajuste fino dos dois parâmetro envolvidos, o
tempo de “espera” ∆τ, e a quantidade de tempo extrapolada T , é necessário. Uma vez que
esse ajuste seja alcançado, pode-se acelerar a convergência por uma fator maior que 10. Um
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caso típico é mostrado na Fig. F.1, onde tem-se a convergência da simulação para χ = 32 em
λ = 1. Sem a aceleração, para ǫ = 10−2 (linha verde) após uma dado tempo o algoritmo
ainda não convergiu. Aumentar o valor de ǫ para 10−1(linha vermelha) diminui a precisão
da aproximação, mas por outro lado também reduz o tempo de convergência por um fator de
10. Por outro lado, a convergência também é melhorada mantendo a precisão de ǫ = 10−2 e
utilizando o algoritmo acelerado (linha preta); note que o ganho e maior que um fator de 10,
e que as irregularidades na curva se devem as casos onde a extrapolação falha e a evolução
normal e mantida. Apesar de não estar claro no gráfico, checamos que para um dado ǫ o valor
obtido após convergência utilizando o algoritmo acelerado ou não é o mesmo.












Figura F.1: Algoritmo iTEBD acelerado. Graficamos a entropia de meia cadeia em função do
número de passos da evolução para χ = 32 e λ = 1. Este é um caso típico retirado de um
grande número de exemplos para diferentes χ e λ que apresentam comportamento similar.
Comparamos os resultados obtidos com ǫ = 10−2 para a algoritmo acelerado e padrão, além
dos adquiridos para ǫ = 10−1 com o algoritmo padrão. Constata-se que o caso padrão com
ǫ = 10−2 está longe da convergência após o número de passos considerados. Por outro lado o
algoritmo acelerado com ǫ = 10−2 converge (oito decimais) em um número menor de passos
do que o algoritmo padrão com ǫ dez vezes maior. De fato, esta última simulação ainda não
atingiu convergência com os números de passos mostrados. É manifesta a melhora no tempo
de convergência com a aceleração do algoritmo por um fator maior que 10.
Apêndice G
Breve comparação com DMRG
Como indício de que os efeitos observados não são um artefato do algoritmo específico utili-
zado, mas sim uma propriedade intrínseca da representação MPS, reproduzimos alguns dos
resultados utilizando DMRG (utilizamos o código aberto escrito pelo grupo de Pisa; www.qti.sns.it).
Os resultados são mostrados na Tab. C.1.
Energy Entropy
DMRG (N=16284) -1.27321717 0.68557374
iTEBD -1.27323939 0.68065196
iTEBD - DMRG(N=16384) -0.00002222 -0.00492178
Tabela G.1: Comparaçaõ da energia e entropia obtida com DMRG e iTEBD (ǫ = 10−4) em
λ = 1. Em ambos os casos utilizamos χ = 16 (χ é conhecido como m na comunidade de
DMRG)
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